Dynamique du solide

Mécanique: chapitre 3



1. LE TORSEUR CINETIQUE

Le torseur cinétigue correspond a deux grandeurs,
* la guantité de mouvement
- le moment cinétigue

1.1 La quantité de mouvement

111 Quantité de mouvement dun point matériel (solide ponctuel)

C'est le produit de la masse du point matériel par sa vitesse
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112 Cas général dun ensemble de N points

Exemple: Npoints, A, A,,....... Ay

Masses My, My,...My
Vitesses \Z,\E,\m

Quantité de mouvement

— N —
p= Zmivi
i=1

Coordonnées
( N
Px = Zmivix
=1
N
< py = Zmiviy
i=1
N




Remarque: d'apres la définition du centre de gravité —

Vy
Centre de gravité o3
M-OG = m; OA
i:
Masse totale N
M = Zmi
i=1
( N
Coordonnées M - Xg = Zmixi
i=1
N
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M x4e :Zmizi
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En dérivant dOG ~- _ dOA .
n dérivant par _ _ - gl N
rapport au temps M- dt Zml dt M Vg = Zmlvl =P
I= i=1

La quantité de mouvement d'un ensemble de points matériels est égale a celle
de leur centre de gravité, auquel la somme des masses serait appliguée.




11.3 Distribution continue de points matériels: solide

Le résultat précédent se généralise au cas d'un solide

La guantité de mouvement d'un solide est égale a celle de son centre de gravite,
auguel la somme des masses serait appliguée.




1.2 Le moment cinétique

On se limite au cas d'une rotation autour d'un axe

1.2.1 Moment cinétigue d'un point matériel en rotation autour dun axe

A

Le moment cinétigue du point A par rapport a l'axe A
est un vecteur égal au moment par rapport a laxeAde | "4
la quantité de mouvement du point A

La = MA(p)

main droite |

rotation
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Le moment cinétigue du point A par rapport a l'axe A

a les propriétés suivantes: .

> il est perpendiculaire au plan déterminé par OA
et la quantité de mouvement du point A
(donc sa vitesse) donc porté par l'axe A

>  son sens indique le sens de rotation du point A
(régle de la main droite)

»  Sirest ladistance entre la point A et I'axe de
rotation A (r= OA) le module du moment cinétique est

‘L_A":r-p:r-m-v Ly=m-r-V




Remarque:

Le vecteur vitesse angulaire est
aussi porté par I'axe A et son module
est relié a la vitesse du point A4 par:

V=r-ow
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Le moment cinétigue du point A par rapport
a I'axe A est donc relié a la vitesse angulaire
par

LA:m-rZ-co

On définit le moment d'inertie du point A par
rapport a l'axe A

2

J=m-r
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12.2 Moment cinétigue dun ensemble de points matériels en rotation autour dun axe

A La =Ma(pr) +Ma(p2) + Ma(py)

LA:ml-rl-V1+m2-r2-V2+m3-r3-V3

Si les points tournent avec la méme
vitesse angulaire, o:

. . V1=r1-oo
=my -V

PL=M -1 Vo=t o

~ V3=r3°(1)

Vi

. . LA:(ml-r12+m2-r22+m3-r32)-w
P2 =My V7

—
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> L =J o
_____ I v, A

Moment d'inertie des 3 points

J :ml-r12+m2-r22+m3-r32




12 .3 Moment cinétigue d'un solide en rotation autour dun axe

La notion de moment d'inertie se généralise au cas d'un solide

On divise le volume en un un trés grand nombre (infinité) de petits
volumes élémentaires (cubiques), entourant chacun un point A.
Chaque volume élémentaire vaut
dv = dxdydz A
Chaque volume contient une masse élémentaire égale a
dm = pdv
p = masse volumique = masse de l'unité de volume

On est ramené au cas de 7 points matériels;
les points matériels sont les volumes infiniment petits

J = % - dm

Tous les \_/olumes
eélémentaires

Puisque la taille des volumes élémentaires est infiniment
petite, I'expression précédente devient une intégrale

J = J-rz-dmz Irz-pdv

Volume Volume

Moment cinétique d'un solide en rotation autour d'un axe

LAZJ'(D




Exemple: moment d'inertie d'un disque autour de son axe
Soit un disque de rayon R, d'épaisseur A, de masse M, de masse volumique r.
Considérons une couronne circulaire comprise entre les rayons ret r+ ar.

Surface dS = 2xrdr
Volume dv =H -dS =H -(2xrdr)=2nrHdr

y
Masse dm = pdv A
= p(2nrHdr) | ;
= 2nrHpdr H|
Contribution au moment d'inertie \"/ X
+al)
dJ = rédm R r’" r
= r?(2nrHpdr)
=27nrH pr3dr R

R
4
Moment d'inertie  J = jZanrsdr = 27chj r3dr = 2an{ r4 } = %anRA'

Volume du disque v = tR%H Masse totale dudisque M =v.p= (TCRZH )-p

3= 2 MR?
2




2. RELATIONS FONDAMENTALES DE LA DYNAMIQUE

2.1 Point matériel

Point matériel M, de masse m

Soumis a des forces Fp, Fp, F3....

Résultante F = Fl + F2 + F3

Relation fondamentale de la dynamique

—

F=m-y

Y accélération du point

F2 F =F1+F2+F3

Conséquence importante

si F=0 aors y=0 lavitesse est constante

En absence de forces appliguées, un point matériel est a /'état de repos ou de
mouvement rectiligne uniforme.
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Relation fondamentale de la dynamique

g_dp

_ v _d(mv) dp
dtdi dt.

La résultante des forces appliquées est égale a la dérivée de la quantité de mouvement




2.2 Solide

Solide de masse M, centre de gravité &

Soumis a des forces Fp, Fo, F3....

Résutante F =F +Fy + 5

Relation fondamentale de la dynamique

—  —

F=m-yg

Y accélération du centre de gravité F2 F = Fl + F2 + F3

Le centre de gravité dun solide se déplace comme si toute la masse y était concentrée
et toutes les forces appliguées.

 —

conséquence si F =0 alors Yg = O la vitesse du centre de gravité est constante

S/ la résultante des forces appliguées a un solide est nulle, son centre de gravité
est a |'état de repos ou de mouvement rectiligne uniforme.

Remargue: Le solide lui-méme peut effectuer une rotation autour de son centre de gravité






g accélération de la pesanteur




g accélération de la pesanteur




2.3 Théoréme du moment cinétique

La dérivée par rapport au temps du moment cinétigue d'un solide en rotation autour d'un axe

est égale a la somme des moments par rapport a cet axe de toutes les forces qui agissent
sur le solide

dLA B =
T—ZMA(H)

Puisque Ly =J o
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J == MR?

M A (P) = Rmg

»

v

Ja=Rmg = % MR,

do Rmg 2mg
dt MR2

oft) = 2 gt+Cte
t=0, 03(0) 0= Cte=0

a)(t)—zmgt
2mg ., 2mg
V({t)=Ro(t)=R—t =——"t
() =Ro(t) =R t="1
do
t) = —
o(t) dt

o(t) = t +Cte

t—O(p(O)—O:>Cte=O

mg .
t —
o(t) = MR
mg .2

2(t) = ~Ro(t) = -t



