Chapitre 4

Recouvrement d’une surface
triangulée

4.1 Introduction

La premiere étape de la construction du modele de surfaces fondé sur la représentation
de surfaces par cartes est I’approximation du maillage triangulaire M par des morceaux de
plans nommés primitives (figure 4.1). Pour cela nous proposons de définir un recouvrement
de M par des régions, chaque région étant bien approchée par un plan. De plus les régions
doivent se recouvrir selon de bonnes propriétés, appropriées a l'utilisation que nous en
faisons dans le cadre de la construction de notre modele de surfaces. Nous parlerons de
recouvrement bien formé.

Apres avoir mis en évidence quelques similitudes entre analyse d’images et modélisation
géométrique, nous choisissons d’adapter ’algorithme de division-fusion connu pour la seg-
mentation d’une image a la définition d’un recouvrement. Cet algorithme utilise la notion
de dual. Ainsi, apres avoir défini un recouvrement bien formé, nous démontrons que son
nerf (son dual) est une triangulation combinatoire. Nous établissons ensuite des conditions
suffisantes sur le nerf pour, qu’apres fusion de certaines de ces régions, le recouvrement, reste
bien formé. A partir de ces conditions, nous présentons alors un algorithme de définition
d’un recouvrement bien formé sur le maillage M. Enfin, nous appliquons cette définition
a la construction de notre modele de surfaces.

4.1.1 Analyse d’images et modélisation géométrique : des do-
maines cousins

Les travaux d’analyse d’images et de modélisation géométrique sont parfois tres proches.
Cela n’est pas surprenant car tous deux traitent d’objets topologiques dont chaque élément
porte des informations. Ces informations peuvent étre géométriques ou non. En effet, une
image est un ensemble de pixels sur lequel on peut définir une notion de voisinage (fi-
gure 4.2). De plus, chaque pixel porte une information géométrique (les coordonnées de sa
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F1G. 4.1 — Premiere étape de la construction de notre modele : I’approximation de M par
des primitives planes

FiG. 4.2 — Relations de voisinage définies sur des pixels. En gris sombre, le pixel concerné,
en gris clair ses voisins. A gauche, le voisinage est défini selon la 4-connexité, a droite selon
la 8-connexité

position et sa taille) et une information non géométrique (une valeur de niveau de gris par
exemple). De méme, un maillage triangulaire est, comme nous l’avons présenté dans la sec-
tion 7?7, un ensemble d’éléments (sommets, arétes et faces) liés par des notions de voisinage
(deux éléments sont incidents si I'un est contenu dans l'autre et adjacents s’ils partagent
un méme sous-élément) et portant une information géométrique (les coordonnées des som-
mets) et, optionnellement, une information non-géométrique (une texture par exemple).
Parmi ces travaux figure la recherche d’une famille de régions, chacune d’entre elles
étant un ensemble connexe d’éléments d’un objet topologique (dans un ensemble connexe,
tout élément est voisin d’au moins un autre). De plus, ces éléments doivent partager
une propriété concernant l'information géométrique ou non-géométrique qu’ils portent.
Parmi les exemples ou cette propriété porte sur une information géométrique, citons la
définition de régions sur une surface afin de I’analyser en en extrayant des primitives si-
gnificatives [BM97, Cha00]. On peut également définir des régions sur une surface afin
de synthétiser une nouvelle surface approchante [EDD*95 GH95, CP00a]. La propriété
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est non-géométrique lorsqu’on analyse une image en la segmentant [CP95] ou lorsqu’on
simplifie un maillage selon des propriétés de couleur ou de texture [GH98| (lorsque 1’on
simplifie un maillage, on remplace un ensemble connexe d’éléments par un seul. Simplifier
un maillage nécessite donc indirectement de définir des régions connexes d’éléments). Ana-
lyse d’'images et modélisation géométrique se lient méme intimement lorsque 1’on interprete
une image de niveaux de gris ou de profondeur comme la discrétisation d’une surface définie
comme le graphe d’une fonction (voir le paragraphe ??7), autrement dit comme un champ
continu d’altitude [BJ88|.

4.1.2 Méthodes existantes : pourquoi la division-fusion nous semble
la plus adaptée

Parmi les différentes familles de régions que 1’on peut définir, deux sont remarquables :
la partition et le recouvrement.

Définition 1 (Partition) Une partition d’un espace topologique E est une famille de
régions {A;},c; de E telles que

~Uier i =E;

- \V/(l,]) € 12, AlﬂAJ = @

Définition 2 (Recouvrement) Un recouvrement d’un espace topologique E est une fa-
mille {U;},.; de régions de E telles que

- UiEIAi - E

Définition 3 (Recouvrement ouvert) Un recouvrement ouvert est un recouvrement
dont les éléments sont des ouverts.

Peu de solutions ont été proposées pour construire un recouvrement. Lorsqu’un recou-
vrement est construit, on demande généralement a ce que ses régions se superposent selon
certaines propriétés. Il est alors délicat de proposer une construction automatique. Soit
les méthodes développées laissent alors le soin a I'utilisateur de dessiner manuellement les
régions sur la surface [PFHO00], soit elles sont trés contraintes. Pour généraliser les B-splines
a des polyedres de controle quelconques (c’est-a-dire dont les sommets ne sont pas tous de
valence égale a quatre), Grimm et Hughes [GH95] définissent une région par élément du
polyedre (sommet, aréte et face) tout en contrélant de facon prédéfinie leur recouvrement.
Cotrina et Pla [CP00b, CP00a] appliquent quant & eux un premier raffinement de type
Catmull-Clark [CC78] au polyedre de contrdle afin d’isoler les irrégularités du maillage
(les sommets de valence non égale a quatre). Une région par sommet est alors définie
comme un ensemble, centré sur celui-ci, de faces d’arétes et de sommets (selon la taille
désirée des pieces, elles peuvent au contraire étre centrées sur les faces). Ils définissent ainsi
moins de pieces et de taille plus importante. Le recouvrement que nous construisons impose
également quelques contraintes sur la maniere dont les régions se superposent, mais elles
peuvent étre vérifiées automatiquement et rapidement. Nous ne pouvons donc pas nous
satisfaire de méthodes aussi rigides.
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Au contraire, des solutions nombreuses et efficaces, issues de I’analyse d’images, existent
lorsqu’il s’agit de définir une partition (dans certains cas tel que le plaquage de texture,
des solutions contraintes sont tout de méme nécessaires [MYV93]). Observons donc quelles
sont celles qui sont les plus facilement adaptables a la définition d’un recouvrement.

Le méthodes de partitionnement peuvent étre classées en deux familles : les approches
de type contours et les approches de type régions. Les premieres consistent a construire
les contours des régions que 1’on cherche a définir. Dans le domaine de la modélisation
géométrique, on peut ainsi construire des géodésiques reliant des couples de points disposés
sur la surface, comme le fait Pedersen [Ped95] pour récupérer région par région la texture
issue de la décoration d’une surface implicite. Ces approches sont fondées sur la recherche
de discontinuités caractérisant la frontiere qui sépare deux régions “homogenes”. Elles
semblent donc incompatibles avec la construction de régions qui se superposent.

Les approches de type régions, sont complémentaires : elles regroupent des éléments
“homogenes”. Parmi elles, les méthodes markoviennes aboutissent a l'attribution d’une
étiquette a chaque élément de 1’objet a segmenter : cet objet ainsi que l'ensemble des
étiquettes (& valeurs prises dans une famille prédéterminée), sont considérés comme la
réalisation de champs de Markov, I’ensemble markovien des étiquettes étant & estimer sa-
chant la réalisation de 1'objet. Elles semblent donc peu appropriées a une généralisation
aux régions superposées, surtout que la superposition que nous envisageons doit respec-
ter quelques regles tant sur la forme méme des régions que sur celle de leurs intersec-
tions. C’est pourquoi les méthodes structurales nous semblent plus indiquées pour une
telle généralisation. La plus utilisée est la croissance de régions. Elle consiste a choisir
quelques éléments (les germes) auxquels on agrége progressivement les éléments voisins, fai-
sant ainsi croitre les régions jusqu’a ce qu’elles recouvrent la totalité de I’objet. De nouveaux
germes peuvent étre introduits en cours de processus. Dans le domaine de la modélisation
géométrique, Bricault et Monga [BM97] font croitre les régions par agrégation de pixels 3D
afin de partitionner I’ensemble de pixels en régions bien approchées par des quadriques. Eck
et al. [EDD"95] utilisent aussi une telle méthode sur un maillage triangulaire en agrégeant
des faces afin de définir un pseudo-diagramme de Voronoi. Ces méthodes nous semblent
encore trop peu orientées sur la relation de voisinage qui doit lier les régions. Nous leur
préférons les méthodes de division-fusion qui sont guidées par le dual de la partition : le
graphe d’adjacence. La premiere étape de ces méthodes (la division) est une segmentation
de lensemble des éléments en des petites régions liées par des relations de voisinage (le
partage d’une aréte par exemple). Ces relations permettent la définition d’un graphe d’ad-
jacence constitué de sommets, chaque sommet symbolisant une région, et d’arétes reliant
deux sommets correspondant a deux régions voisines. Cette premiere étape constitue une
initialisation de la définition des régions. La deuxiéme étape (la fusion) est ’agrégation de
régions voisines, ce qui se traduit par la simplification du graphe d’adjacence. Ces méthodes
s’adaptent alors naturellement & des approches pyramidales [MR91].

La généralisation de la méthode de division-fusion a la définition de régions superposées
consiste alors a définir la relation de voisinage qui caractérise une superposition correcte,
dans un sens a définir, de deux régions. Nous appellerons une famille de régions se super-
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posant correctement et recouvrant I’objet un recouvrement bien formé. A ce recouvrement
correspond un dual (a définir lui aussi). Il suffit alors de définir un premier recouvrement
bien formé, puis de simplifier le dual correspondant de telle sorte qu’il caractérise toujours
un recouvrement bien formé de l'objet. C’est ce que nous allons étudier maintenant.

4.2 Recouvrement bien formé

On considere un objet topologique M connexe et compact, également variété de di-
mension 2. Nous caractérisons dans cette section des recouvrements particuliers de M : les
recouvrements bien formés. Les propriétés de ces recouvrements sont définies d’une part
pour ’application que nous faisons de tels recouvrements dans le cadre de la construction
d’un atlas, et d’autre part pour faciliter leur construction. Nous proposons dans la section
suivante une construction de recouvrement qui est déduite de 1'algorithme de “division -
fusion” utilisé pour le partitionnement, et basée sur I'utilisation d’un dual de la partition.
Nous définissons dans cette section le dual d’un recouvrement et démontrons que le dual
d’un recouvrement bien formé est une triangulation combinatoire.

Dans cette section, R = {R;},.; désigne un recouvrement de M, et

D= {(u,v) € R*: uv*+v* < 1}

est le disque unité ouvert de IR%. Nous notons R 'adhérence de R, autrement dit le plus
petit fermé contenant R.

4.2.1 Définition

Nous définissons dans ce paragraphe un recouvrement bien formé. Pour cela, nous
commencons par quelques définitions illustrées par les figures 4.3 et 4.4, puis nous exposons
les qualités que possede un tel recouvrement pour la construction d’un atlas.

Définition 4 (Zone pure) La zone pure de la région R;, notée zp(R;), est l’ensemble
des points de R; n’appartenant a aucune autre région R;.

Définition 5 (Régions voisines) Deuz régions R; et R; sont voisines si et seulement si
R; N R; est non vide.

Définition 6 (Intersection conforme) Deuz régions voisines R; et R; ont une inter-
section conforme si et seulement si R; N R;, R; \ R; et R; \ R; sont homéomorphes a
D.

Définition 7 (Recouvrement bien formé) On dit que le recouvrement R est bien formé
s’il vérifie les propriétés suivantes :

1. chaque région est homéomorphe a D,
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D & =@

F1G. 4.3 — Exemples de régions voisines. Seules les régions de droite ont une intersection
conforme.

2. deux régions voisines ont une intersection conforme,
3. la zone pure de toute région est un fermé connere non vide,
4. tout point appartient a au moins une et au plus trois régions,

5. R contient au moins quatre régions et au plus un nombre fini.

FiG. 4.4 — Exemples de recouvrements. Nous avons coloré dans la région centrale les parties
ou deux (gris foncé), trois (gris clair) ou quatre (noir) régions se superposent. Seul le
recouvrement de droite est bien formé.

Qualités d’un recouvrement bien formé pour la construction d’un atlas Nous
choisissons une telle définition pour des raisons propres a la construction d’un recouvrement
et que I’on exposera dans les paragraphes suivants, mais aussi pour les traitements que 1’on
souhaite conduire sur les régions R;. L’objet topologique M que nous considérerons est
une variété de dimension 2 dont nous construirons un atlas (voir chapitre ??). Chaque
région R; sera un domaine de cet atlas auquel sera associé un ouvert €; de IR?. Pour tout
couple de régions R; et R; qui se superposent, il nous faudra construire une fonction de
transition qui soit un C'-difféomorphisme entre les parties de ; et €2; qui correspondent &
R,NR; (voir section ?7). C’est pour simplifier cette construction que nous demandons que
R;NR; soit homéomorphe & un disque ouvert de R?. Demander que Rz\E et Rj\E soient
également homéomorphes & un disque ouvert de JR? conduit & une disposition équilibrée des
voisins d’une méme région qui nous permettra d’assurer par définition la cohérence entre
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les fonctions de transition qui lient trois régions voisines les unes aux autres. De méme il
nous faudra définir sur chaque €2; une fonction « de classe C* qui soit égale & 1 dans la
zone pure, a 0 en dehors de €; et a valeurs dans [0;1] (une fonction d’une partition de
I'unité subordonnée au recouvrement). C’est pourquoi nous posons les points 1 et 3 de la
définition. Enfin, demander les points 4 et 5 nous assure un dual qui soit une triangulation
combinatoire (voir paragraphe 4.2.2.2).

4.2.2 Dual d’un recouvrement bien formé

Pour définir un recouvrement, nous proposons d’adapter 1’algorithme de division-fusion
utilisé pour le partitionnement. Cet algorithme est contruit autour du dual d’une partition.
C’est pourquoi il nous faut définir le dual d’un recouvrement. Nous démontrerons ensuite
que le dual d’un recouvrement bien formé est une triangulation combinatoire.

Les notions que nous présentons dans cette section sont des notions classiques de
topologie combinatoire que 1'on peut retrouver dans des ouvrages de référence tels que
[Ale56, Ede]. Nous les avons déja abordées dans la section ?? lors de la présentation des
surfaces paramétrées par morceaux.

4.2.2.1 Le nerf : un dual naturel

Le nerf d’un recouvrement R se définit de la fagon suivante :

Définition 8 (nerf) Le nerf d’un ensemble fini R est le systéme des sous-ensembles de
R tels que l'intersection des éléments qui constituent chacun d’entre eux est non-vide,

NrfR:{agR|ﬂR7é@}

Rea

Le nerf est le dual naturel d’un recouvrement car il est composé d’éléments associés aux
régions et a leurs intersections (donc leur voisinage au sens donné par la définition 5), tout
comme le graphe d’adjacence est composé de sommets associés aux régions d’une partition
et d’arétes associées a tout couple de régions voisines. Cela paraitra plus clairement encore
dans le cadre du dual d’un recouvrement bien formé.

4.2.2.2 Le dual d’un recouvrement bien formé est une triangulation combina-
toire

Nous démontrons dans ce paragraphe la proposition suivante :

Proposition 1 Le nerf d’un recouvrement bien formé est une triangulation combinatoire.

Pour cela, nous commencons par quelques définitions avant de présenter la démonstration
de cette proposition.
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Quelques définitions

Définition 9 (Triangulation combinatoire) Une triangulation combinatoire est un couple
(G,F) ot G est un graphe (non-orienté) et F' un ensemble de cycles définis sur G et de
longueur 3 tels que
— toute aréte de G est incidente a deuz et seulement deuz cycles,
— pour tout sommet u de G, I’ensemble des cycles incidents a u peuvent étre ordonnés
en (fo,---, fx—1), k > 1 de telle sorte que f; soit adjacent a fir1 (modulo k) pour
tout i € {0...k — 1} (on dit alors que ces cycles constituent le parapluie de u),
— tout sommet de G est incident a au moins trois arétes de G.

Définition 10 (Graphe) Un graphe G = (X,U) est le couple constitué de
- X un ensemble d’éléments appelés neeuds ou sommets,
- U un ensemble de couples de sommets, appelés arétes.

REMARQUE —

Le graphe est dit orienté si les éléments de chaque couple de U sont ordonnés.
On les appelle alors arcs plutot qu’arétes.

Définition 11 (Cycle) Un cycle défini sur un graphe G est une séquence ordonnée d’arétes
telles que

- deux arétes successives partagent une et une seule extrémité,

— la premiere et la derniére aréte partagent une et une seule extrémité.

REMARQUE —

Tout cycle de longueur 3 est nécessairement un cycle élémentaire (un cycle
élémentaire ne contient aucune séquence d’arétes extraite qui soit elle-méme un
cycle).

Définition 12 (Incidence)

Un sommet est incident a une aréte s’il est une de ses extrémités.

Une aréte est incidente a un cycle si elle appartient a la séquence qui définit le cycle.
Un cycle est incident a un sommet si ce sommet est incident a une des arétes du cycle.

Définition 13 (Adjacence) Deuz cycles sont adjacents s’ils ont au moins une aréte en
commaun.
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©®

O élément du recouvrement R

Y nerf de R

Fi1G. 4.5 — Un recouvrement et son nerf.

Démonstration de la proposition 1 Démontrons a présent la proposition 1. Nous
proposons une démonstration en quatre temps. Le premier consiste a exprimer le recou-
vrement sous la forme d’un couple (G, F'), et les trois suivants a démontrer que ce couple
vérifie les trois propriétés énoncées dans la définition 9 (page 62).

Lemme 1.1 Le nerf d’un recouvrement bien formé est un couple (G, F) ot G est un graphe
et ' est un ensemble de cycles définis sur G et de longueur 3.

Démonstration 1.1 Le nerf d’un recouvrement, défini dans le paragraphe 4.2.2.1, est
constitué de sous-ensembles qui peuvent étre regroupés selon leur cardinalité. Or d’apres la
propriété 4 de la définition 7 d’un recouvrement bien formé, au plus trois régions peuvent
de superposer en un méme point. Le nerf est donc constitué de trois familles de sous-
ensembles : les régions, les couples de régions voisines et les triplets de régions dont l'in-
tersection est non vide.

On peut donc exprimer le nerf d’un recouvrement bien formé sous la forme d’un couple
(G, F) ou G est un graphe dont chaque sommet est associé a une région du recouvrement,
et chaque aréte a un couple de régions voisines, et F' est un ensemble de cycles définis sur
G de longueur 3 ol chaque cycle est associé a un triplet de régions dont l'intersection est
non vide. W

REMARQUE —
Il est important de remarquer qu’a ce stade de la démonstration, on ne peut pas
affirmer que les triplets de régions correspondant aux cycles de F' sont les seuls
triplets de régions voisines deux-a-deux (on peut a priori avoir de tels triplets
sans que les trois régions s’intersectent en un méme lieu).
Les trois propriétés sur (G, F') données dans la définition 9 se traduisent donc
sur les régions du recouvrement en les trois lemmes suivants.

Lemme 1.2 Soient Ry et Ry deux régions voisines d’un recouvrement bien formé. Il existe
deuz et seulement deux autres régions Ry, et Ry telles que RiNRyNRy, # 0 et RiNRaNRy # 0.

Démonstration 1.2 Si R, et Ry sont deux régions voisines d’un recouvrement bien formé,
le lemme 1.2.3 (page 68) nous permet d’affirmer qu’il existe deux autres régions Ry et R,
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telles que R, N Ry N Ry # 0 et BN Ry N Ry # (), et le lemme 1.2.4 (page 69) nous permet
d’affimer qu’il n’en existe pas d’autres.
Ce qui démontre le lemme 1.2. B

Lemme 1.3 Soit une région R d’un recouvrement bien formé. Nous considérons [’ensemble
des couples (Ry, Re) de régions voisines telles que Ry N Ry N R # 0. Les régions figurant
dans cet ensemble peuvent étre ordonnées en (Ry, ..., Rx_1) de telle sorte que R; et R4
soient voisines, pour tout j € (0,...,k —1) (modulo k).

Démonstration 1.3 Nous allons montrer d’'une part que 'on peut ordonner ainsi une
sous-famille parmi les voisines de R, et d’autre part, qu’aucune autre voisine n’existe.

R admet au moins une voisine. En effet, si ce n’était pas le cas, soit R est 'unique
région du recouvrement ce qui nierait la propriété 5 de la définition 7 d’un recouvrement
bien formé, soit OR C M et alors chacun de ses points appartient a une autre région (pro-
priété 4 de la définition 7 d’un recouvrement bien formé). Comme les régions sont ouvertes,
cette autre région intersecte R.

Soit donc Ry une région voisine de R. Le lemme 1.1 nous permet d’affirmer qu’il existe
deux et seulement deux autres régions intersectant RN Ry. On nomme 1'une d’elles R;. On
applique le méme raisonnement sur RN R;. L’une des deux régions intersectant RN R; est
Ry, on nomme l'autre Ry. On construit ainsi de proche en proche la séquence (Ry, . . ., Rx_1),
ou Ry ; est la deuxiéme région intersectant R N Ry (avec R;). En effet la séquence boucle
car OR est continliment paramétrable sur C et le recouvrement est fini (propriété 5 de la
définition 7 d’un recouvrement bien formé).

Supposons qu’il existe une autre région voisine de R notée Ry. Par hypothese, RN Ry C
R\U, _j_1 Ri- Aussi, comme R\ |J, ,_;R;est un fermé, R\ Ry n’est pas homéomorphe
a D, ce qui contredit la propriété 1 de la définition 7 d’un recouvrement bien formé. WM

Lemme 1.4 Toute région d’un recouvrement bien formé admet au moins trois régions
V01SINES.

Démonstration 1.4 Il s’agit de montrer que toute région d'un recouvrement bien formé
admet au moins trois régions voisines.

Nous avons déja vu dans la démonstration du lemme précédent, que toute région avait au
moins un voisin.

Aussi, le lemme 1.1 implique alors I'existence de deux autres régions voisines. Ce qui acheve
la démonstration. W

REMARQUE —
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La réciproque de la proposition 1 est fausse comme l'illustre la figure 4.6 :
un recouvrement dont le nerf est une triangulation combinatoire n’est pas
nécessairement bien formé.

Fi1Gc. 4.6 — Exemple de recouvrement mal formé dont le graphe d’adjacence est pourtant
bien une triangulation combinatoire. Les deux éléments en trait épais a gauche, représentés
par les sommets blancs dans le graphe d’adjacence a droite ne suivent pas la propriété 2
de la définition 7

Sous-lemmes nécessaires a la démonstration du lemme 1.2 Pour démontrer le
lemme 1.2, nous procédons en quatre temps :

Lemme 1.2.1 Soient deux régions voisines Ry et Ry d’un recouvrement, homéomorphes
a D et ayant une intersection conforme. Les frontiéres de R,, Ry et R N Ry sont toutes
trois décomposables en quatre parties connexes non vides, deur ouvertes et deuzx fermées
(alternativement lors d’un parcours de la frontiére) telles que les deux parties fermées
appartiennent aux trois frontiéres.

Ce lemme est démontré en annexe A.

Nous appelons frontiere d’une région ’ensemble des points appartenant a son adhérence
privée de son intérieur. Dans le cas d’un recouvrement, chaque région est ouverte. Sa
frontiere s’écrit alors

OR = R\R (4.1)

Dans un premier temps, nous supposerons les parties fermées communes aux trois
frontieres réduites a deux points notés A et B. Nous généraliserons les résultats en fin
de démonstration. Les trois lemmes suivants concernent des régions appartenant a un re-
couvrement bien formé. Elles suivent donc en particulier les hypotheéses du lemme 1.2.1
(d’apres la propriété 1 de la définition 7 d’un recouvrement bien formé, R; et R, sont
homéomorphes a D, et d’apres la propriété 2, R; et Ry ont une intersection conforme).

Lemme 1.2.2 Les points A et B appartiennent a la zone pure d’une région différente de
R1 et RQ.
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Démonstration 1.2.2 FEn effet, A € OR; donc, d’apres ’équation 4.1, A € R;. De
méme, A € R,.
Or d’apres la propriété 4 de la définition 7 d’un recouvrement bien formé, tout point ap-
partient a au moins une région.
Donc il existe une région Ry, contenant A telle que k ¢ {1, 2}.

Démontrons que A appartient a la zone pure de Ry, autrement dit qu’il n’appartient a
aucune autre région du recouvrement.
Supposons qu’il existe | & {1,2,k} tel que A € R,.
R, N R, est un ouvert et A € Ry N Ry, donc il existe une boule ouverte B centrée sur A,
contenue dans Ry N R; et telle que BN Ry N Ry # ().
Ce qui contredit la propriété 4 de la définition 7 d’un recouvrement bien formé, selon la-
quelle tout point ne peut appartenir a plus de trois régions.

De la méme maniere, on montre que B appartient a la zone pure d’une région R; telle

que [ ¢ {1,2}.

Rien ne permet d’affirmer pour le moment que & est différent de [. B

Avant de démontrer le lemme suivant, nous proposons une étude des différentes confi-
gurations possibles entre R, Ry, Ry et R;.
Ry et Ry sont voisines. On peut donc définir de la méme maniere deux points Ay et By
sur OR;.
Ces deux points se positionnent soit sur la composante connexe |A; B[ de OR; (arc allant de
A a B dans le sens trigonométrique au sens défini précédemment grace aux paramétrisations
continues sur C), soit sur |B; Al.

Si les deux points appartiennent & |B; A[, comme ils sont les uniques points d’intersec-
tion entre OR; et ORy, A ne peut appartenir & R, que si ORy est contenue dans R, U Ry
(figure 4.8). Ry étant homéomorphe a D, cela implique que le recouvrement est constitué
des trois seules régions R;, Ry et Ry, ce qui contredit la propriété 5 de la définition 7
d’un recouvrement bien formé. Donc au moins un des deux points A, et By, appartient a
|A; B[. Nous le notons Aj.
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Supposons que By, appartienne lui aussi a |A; B[, et plus précisément & |A; Ayx[ (fi-
gures 4.9 et 4.10).
Comme A € R et que Ay, et By, sont les deux seuls points ol ORj traverse 0R;, la
composante connexe de OR; [Ayx; Big| est incluse dans Ry.
Cela implique en particulier que R, = R; et que les points Ay, et By, appartiennent a la
composante connexe de ORy |B; Al.
Les points se répartissent alors sur R dans ’ordre trigonométrique selon deux séquences
possibles. Si cet ordre est (B, A1x, Ask, Bax), A et B appartiennent a la zone pure de Ry,
qui se révele alors se diviser en deux composantes connexes, ce qui contredit la propriété 3
de la définition 7 d’un recouvrement bien formé.

Si cet ordre est (B, A1g, Bog, Aox), nous buttons sur un probléme d’orientation. En
effet, Ry étant homéomorphe a D, on peut définir un intérieur et un extérieur a Ry a partir
les définitions données sur D et transmises a la région par I’homéomorphisme. Lors d’un
parcours trigonométrique de ORy, les points de Ry se trouvent alors toujours a gauche du
parcours, ce qui n’est pas le cas avec cet ordre (figure 4.10).

Un résultat identique se trouve si By appartient & |A; Bl.
Cela signifie donc que Bj; appartient nécessairement a la composante connexe de OR,
|B; Al

A ce stade de ’étude des configurations, on peut démontrer le lemme 1.2.3.



68 RECOUVREMENT D’UNE SURFACE TRIANGULEE

A, A

Fi1c. 4.11 -

Lemme 1.2.3 Les points A et B appartiennent a la zone pure de deux régions différentes
Rk et Rl.

Démonstration 1.2.3 En effet, si R, = Ry, alors Ay, et By, sont les seuls points ou
ORy, traverse OR; et A et B se trouvent de part et d’autre de la composante connexe de
ORy, |A1x; Bik[- A et B ne peuvent donc appartenir tous deux a Ry (figure 4.11). D’oti le
résultat. W

Poursuivons les études de configurations. Ry # R;, donc il existe un point Ay; € |A; B[
et By € ]B, A[
Si By, appartient a la composante connexe de 0R; |Byy; A alors |Byy; By C Ry N RN Ry
(figure 4.12).

Un raisonnement analogue a celui conduit pour démontrer le lemme 1.2.2 ameéne a
RyNRyNRyN Ry # 0, ce qui contredit la propriété 4 de la définition 7 d’un recouvrement
bien formé.

Donc, By; appartient a la composante connexe de Ry, |B; By (figure 4.13).

La position relative de A, et Ay; sur OR; n’est pas tres importante. Elle permettrait
juste de savoir si R; possede d’autres régions voisines que Ry, Ry et R;.
Nous avons donc achevé I’étude des configurations. Nous pouvons terminer la démonstration
des lemmes.
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Démontrons le lemme 1.2.4.
Lemme 1.2.4 Si R, est une région telle que Ry N Ry N Ry, # 0 alors m € {k,1}.

Démonstration 1.2.4 1l s’agit de montrer qu’il n’y a pas d’autres régions que Ry et
R; qui ait une intersection non vide avec R; N Ry.
Supposons qu’il en existe une, notée R,,. Pour ne pas contredire la propriété 4 de la
définition 7 d’un recouvrement bien formé, R, intersecte Ry N Ry dans (R1NR,)\ (RxUR,).
D’apres I’étude de configurations conduite ci-dessus, la frontiere de R, intersecte celle de R;

dans sa composante connexe |A; B[ ou dans sa composante connexe |By;; Byg| (figures 4.14
et 4.15).

Si les deux points ot OR,, traverse OR; appartiennent & |By;; Byy[ et les deux points ol
OR,, traverse OR, appartiennent & |Bog; By| (composante connexe de dRy), alors R, C
R, U R, et donc sa zone pure serait vide, ce qui contredit la propriété 3 de la définition 7
d’un recouvrement bien formé (figure 4.14).

Supposons que OR,, traverse OR; en un point Ay, qui appartienne a |A; BJ.
Si son deuxiéme point de passage dans R; appartient également a | A; B], alors nécessairement
OR,, traverse ORs en deux points Ay, et By, appartenant a | Boy; By[ : R, est homéomorphe
a D et sa frontiere ne traverse celle de R; qu’en deux points. Comme nous l’avons établi
dans la démonstration du lemme 1.2.2, A,,, et B,,, appartiennent a la zone pure de R; qui
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se retrouve alors découpée en deux composantes connexes, ce qui contredit la propriété 3
de la définition 7 d’un recouvrement bien formé (figure 4.15).

Donc le deuxiéme point de passage de OR,, dans R; appartient a |By;; Bix[. Mais alors
la composante connexe |A1,,; Biy| de OR; est incluse dans R,,. En particulier B est inclus
dans R,,,ce qui contredit le lemme 1.2.2.

Par conséquent, une telle région R, n’existe pas. Wl

Pour terminer la démonstration du lemme 1.2, nous proposons quelques commentaires
sur I’hypothése selon laquelle les deux composantes connexes fermées de d(R; N Ry) a et
b étaient réduites a deux points A et B. Si ce n’est pas le cas, les trois derniers lemmes
restent vrais. Nous ne démontrons ici que le premier, les deux autres étant sensiblement
identiques aux versions déja proposées, mais avec quelques précautions a prendre pour les
cas ou des composantes connexes fermées de différentes frontieres se superposeraient.

Le lemme 1.2.2 devient, avec ces nouvelles hypotheses :

Tout point de a appartient a la zone pure d’une région Ry et tout point de b appartient a
la zone pure d’une région R;.

Pour montrer cela, nous commencons par remarquer que I’ancien lemme 1.2.2 s’applique a
chaque point de a.

Il suffit donc de montrer que la nouvelle région a laquelle appartient un point de a est la
meéme pour tous les points de a.
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Soit donc A; un point de a appartenant a la zone pure de Ry et Ay, le premier point de a
dans un parcours trigonométrique de OR;, qui appartienne a une autre région R,,.

R,, étant ouverte, il existe une boule centrée en A, et contenue dans R,,, ce qui contredit
que Aj; soit le premier point dans le parcours de a qui appartienne a R,,. Donc As n’existe
pas.

4.3 Reégions fusionnables

Au début de ce chapitre, nous avons défini ce qu’est un recouvrement bien formé. Nous
souhaitons a présent le construire par un algorithme, adapté de 1’algorithme de partition-
nement dit de division-fusion. Cet algorithme est basé sur le principe de la fusion de régions
voisines, ce qui se traduit par la simplification du dual.

Dans le cas d’un recouvrement bien formé, toute fusion de régions voisines n’est pas
possible : il faut que le recouvrement, apres fusion, soit encore bien formé. Nous proposons
d’établir dans cette section des conditions sur le dual d’un recouvrement pour qu’apres
fusion, le recouvrement soit encore bien formé. En effet, le dual permet de stocker de facon
efficace des relations topologiques entre régions.

Nous avons établi dans la section précédente que le dual d’un recouvrement bien formé
est une triangulation combinatoire. Hélas, comme 1'illustre la figure 4.6 la réciproque n’est
pas vraie. Nous devons donc analyser plus finement les relations liant le recouvrement a
son dual.

4.3.1 Correspondance entre les zones d’un recouvrement bien
formé et les éléments du nerf

Nous avons défini dans la section précédente des zones pures d’'un recouvrement bien
formé comme l’ensemble des points n’appartenant qu’a une seule région donnée. De la
méme maniere, nous pouvons définir des zones doubles et triples :

Définition 14 (Zone double) La zone double de deuzr régions voisines Ry et Ry est
l’ensemble des points qui appartiennent a ces deux régions et seulement a elles :

Zd(Rl,RQ) :{$€R10R23VRER,.’L‘€R:>(R:R1) ou (R:RQ)}

Définition 15 (Zone triple) La zone triple de trois régions voisines Ry, Ry et Rz est
l’ensemble des points qui appartiennent a ces trois régions et seulement a elles :

Zt(Rl, Rg, Rg) = {.’II € RlﬂRgﬂRg VR € R,.’IZ’ €ER= (R = Rl) ou (R = Rz) ou (R = R3)}
Dans le cas d’un recouvrement bien formé, zt(R;, Ry, R3) = Ry N Ry N Ry car tout point

appartient a au plus trois régions.
Notons R un recouvrement bien formé et (G, F') son nerf. On associe naturellement
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[ |1 zone pure B zone double ] zone triple

Fi1a. 4.16 — Associations entre les zones d’un recouvrement et les éléments de son nerf.

— une zone pure de R & un sommet s de G, et on la note s¥,

— une zone double de R & une aréte e de G, et on la note e#,

— une zone triple de R & un élément (nommé face) f de F, et on la note f#.
Par analogie avec la notation d’un espace dual, nous notons e#*# = e. Nous notons donc
réciproquement zp* le sommet associé & la zone pure zp, zd# l'aréte associée & la zone
double zd, et zt* la face associée & la zone triple zt.

De plus, I’étude de configurations menée dans la section précédente nous permet d’af-
firmer :

Lemme 1.3 Dans un recouvrement bien formé :
— toute zone pure est un fermé connexe non vide et sans trou,
~ toute zone double est continuement paramétrisable sur le carré E = {(u,v) € IR? :
u €10;1[;v € [0;1]},
— toute zone triple est homéomorphe a D.

La zone pure est sans trou car sinon cela signifierait qu’une région (connexe par hypothese)
est completement incluse dans R ce qui impliquerait alors que sa propre zone pure est vide.

Nous considérons alors I’ensemble des domaines qui sont définis sur M comme 1'union
de zones pures, doubles et triples définies par R. Parmi ces domaines, il y a naturellement
les régions du recouvrement R.

Si H est un sous-ensemble de (G, F), on note H# le domaine égal & 'union {J, 5 u#
Réciproquement, si R = J,; z; est une union de zones pures, doubles ou triples, on note
R# le sous-ensemble de (G, F) égal & {27 }ics.

Grace au lemme 1.3, nous pouvons lier les propriétés de H i celles de H# :

Lemme 1.4 Soit H un sous-ensemble de (G, F).
H# est un fermé connexe non vide et sans trou si et seulement si
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1. pour toute paire (u,v) d’éléments de H, il existe une séquence (€;)ico. k-1 de k
éléments de H tels que e; est adjacent a e;11 pour tout 1 < k, eg=u et ey_1 =v;

2. pour toute paire (u,v) d’éléments n’appartenant pas a H, il eriste une séquence
(€i)ico..k—1 de k éléments n’appartenant pas a H tels que e; est adjacent d e; 1 pour
touti < k,eg=u etex_1=v;

3. H contient au moins un sommet de G ;

4. pour toute face de H, les arétes et les sommets de G qui lut sont adjacents appar-
tiennent également a H ;

5. pour toute aréte de H, les sommets de G qui lui sont adjacents appartiennent également
a H.

Démonstration 1.4 La premiere propriété est équivalente 3 H# connexe.

La deuxiéme propriété est équivalente & H# sans trou.

La troisiéme propriété implique que H# est non vide.

Réciproquement, d’apres le lemme 1.3, aucune union de zones doubles et triples ne peut
étre fermée. Donc si H# est un fermé non vide, H contient nécessairement un sommet.

Les deux derniéres propriétés sont équivalentes & “ H# est un fermé”, d’apres le lemme 1.3.
[ |

4.3.2 La fusion de régions doit préserver la topologie du nerf

Nous considérons un recouvrement bien formé R = {R;};c; d’un espace topologique
M.
Nous notons (G, F) son nerf.
Soit J C et S=U;c; Ry
Nous notons S le recouvrement apres fusion des Rjen S : S =R\ {R,}jes US.
Nous établissons dans cette section quelles propriétés sur S#, sous-ensemble de (G, F),
permettent d’assurer que S est bien formé.

Pour cela, nous commencons par quelques définitions :

Définition 16 (Partie pure) Soit H un sous-ensemble de (G, F).

La partie pure de H, notée (H), est I’ensemble des sommets de H, des arétes de H dont
les deux extrémités appartiennent a H, et des faces de H dont les arétes et les sommets
incidents appartiennent a H.

Définition 17 (Partie partagée) Soit H un sous-ensemble de (G, F) et u un sommet
de G n’appartenant pas a H.

La partie partagée (H,u) est I’ensemble des faces et des arétes de (G, F) incidentes ¢ u et
a un élément de H : un sommet s’il s’agit d’une aréte, une aréte s’il s’agit d’une face.

Nous poursuivons par deux résultats :
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Lemme 1.5 Tout sommet de S#* admet un parapluie dont tous les éléments appartiennent
a S*.

Démonstration 1.5 S est une union de régions d’un recouvrement bien formé.

Or nous avons montré lors de la démonstration de la proposition 1 selon lequel le nerf
d’un recouvrement bien formé est une triangulation combinatoire, que tout sommet u de
R admet un parapluie dans R.

On note R la région dont u# est la zone pure. Les éléments constituant ce parapluie
correspondent par définition aux zones doubles et triples de R.

Ainsi tout sommet de S# correspond a la zone pure d’une région R; dont les zones doubles
et triples appartiennent par définition & S. Donc tout sommet de S# admet un parapluie
dont tous les éléments appartiennent 3 S#. W

Lemme 1.6 Considérons les zones pures et doubles dans le nouveau recouvrement S.
On a

zp(S) = (S*)¥
VRe S\ S, zd(S,R) = (S* R#*)#

ou S* et R* sont définis sur l’ancien recouvrement R.

Démonstration 1.6 La zone pure de S est, par définition, I’ensemble des points de M
qui n’appartiennent qu’a S.

Nous démontrons en annexe A que zp(S) est composée de 'ensemble des zones pures des
régions R;, j € J, des zones doubles des couples (Ry, R;) telles que k € J et | € J, et des
zones triples des triplets (Ry, R, R,,) telles que k € J, l € J et m € J.

On en déduit donc que zp(S)# est 'ensemble des sommets de S#, des arétes de S* dont
les deux extrémités appartiennent & S#, et des faces de S# dont les arétes et les sommets
incidents appartiennent & S#. On reconnait la définition de la partie pure de ’ensemble
S#, notée (S*). D’ol le résultat.

Soit R € S\S: R\{Rj}jeJ.
La zone double de (S, R) est, par définition, I’ensemble des points de M qui n’appar-
tiennent qu’a SN R.
Nous démontrons en annexe A que zd(S, R) est composée de I'ensemble des zones doubles
des couples de régions dont une seule appartient a {R;};c;, et des zones triples des triplets
de régions dont deux et seulement deux appartiennent a {R,};c,.
On en déduit donc que zd(S, R)* est I’ensemble des arétes de S# dont une et une seule
extrémité appartient & S# et des faces de S# dont une et une seule aréte incidente ap-
partient & S#. On reconnait la définition de la partie partagée (S#, R*). D’ou le résultat.
[ |

Nous pouvons & présent proposer des conditions suffisantes sur S et S# pour que S soit
un recouvrement bien formé :
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Proposition 2 Nous considérons un recouvrement bien formé R = {R;}icr d’un espace
topologique M.
Soit J C I tel que I\ J contienne au moins trois indices et S = UjeJ R;.
Si S est homéomorphe a D, et si, dans le nerf de R,
— les éléments constituant la partie pure (S¥) suivent les hypothéses du lemme 1.4 ;
- VR € R\ {R;}jes telle que RNS # 0, la partie partagée (S*, R¥) est composée
d’arétes et de faces pouvant étre ordonnées en la séquence (eq, fo,€1,- -, fr—2,€k_1),
k >0, ou f; est incidente a e; et e;11 pour tout 1 < k —1;
alors le recouvrement S = R\ {R;}jcs U S est bien formé.

Démonstration 2 Demander que I\ J contienne au moins trois indices assure que S
contienne au moins quatre régions.

La fusion de régions ne peut que diminuer le nombre de régions en tout point sans pour
autant que ce nombre ne s’annule. Tout point de M appartient donc au moins a une et au
plus & trois régions de S (car R est supposé bien formé).

Les trois autres propriétés énoncées dans la définition 7 d’un recouvrement bien formé
sont assurées lorsqu’elles ne font pas entrer en jeu S, car R est supposé bien formé.
S est homéomorphe a D par hypothese.

Montrons a présent que toute paire de régions voisines a une intersection conforme.

Soit R € R\ {R;}jes telle que RN S # (. Alors par hypothese et d’apres le lemme 1.6,
la zone double zd(S, R) est représentée par une séquence (eq, fo,€1,---, fx—2,€k_1) ou les
éléments sont incidents deux-a-deux. Aussi, le sommet u associé a la zone pure de R
admet un parapluie dans le nerf de R (ce dernier est bien formé). Donc la séquence
(€0, fo, €1, -, fk—2,€x—1) peut étre complétée par deux faces incidentes respectivement a
eo et ex—1 en (f_1,eo, fo,€1,- ., fe—2, €1, fk—1)- Si fo1 = fr—1, cela signifierait que le pa-
rapluie de u est contenu dans S#, ce qui contredirait la premiére hypothése sur (S#).
De plus, f_; et fy_1 représentent les zones triples de R, d’une région de {R;};c; et d’une
région n’appartenant pas a cet ensemble. En effet, si cette troisieme région lui appartenait,
I’aréte représentant la zone double l’associant avec R ferait partie de (S#, R#). De méme,
aucun autre élément de S# n’est incident & u. Ce qui implique que

(f—17 €o, f07 €1,--+, fk—27 €L—1, fk—l)

représente S N R.

On en déduit que S N R et R\ S sont tous deux homéomorphes & D. Pour affirmer que
S\ R est lui-aussi homéomorphe & D, il suffit de remarquer d’une part que les extrémités
des arétes de (eg, fo,€1,---, fx_2, €, 1) différentes de u, appartiennent a (S#), et d’autre
part que (S¥) suit les hypotheses du lemme 1.4.

S et R ont donc une intersection conforme.

Terminons par montrer que S admet une zone pure qui est un fermé connexe et non
vide.
Cela est assuré par I’hypotheése selon laquelle {S#) suit les hypotheses du lemme 1.4 et par
le lemme 1.5 qui affirme que 2zp(S) = (S#)#. W
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FiG. 4.17 — A gauche, une fusion de deux régions (en trait plein) légale. A droite une
fusion illégale : 'ensemble des arétes et des faces de zd*(R, R,) ne forme pas un ensemble
d’éléments adjacents.

Terminons cette section en remarquant que le nerf de S est alors constitué des éléments
du nerf de R hormis les suivants. Les éléments de la partie pure (S#) sont remplacés par
un sommet représentant la zone pure zp(S). Les éléments de la partie partagée (S#, R¥)
sont remplacés par une aréte représentant la zone double zd(S, R).

Les zones triples concernant S sont quant a elles représentées par les faces f_; et fr_1
évoquées dans la démonstration précédente.

4.4 Algorithme de construction d’un recouvrement
bien formé sur une surface triangulée

Nous avons terminé I’étude théorique des recouvrements d’une variété de dimension 2
connexe et compacte. Nous avons défini ce qu’est un recouvrement bien formé, nous avons
défini son dual comme étant le nerf du recouvrement et démontré qu’il s’agissait d’une
triangulation combinatoire. Enfin, nous avons établi une condition suffisante sur le dual
d’un recouvrement pour que le recouvrement résultant de la fusion de plusieurs régions soit
encore bien formé.

Il nous reste a appliquer ces résultats théoriques a la construction d’un recouvrement
bien formé sur une surface triangulée M qui est une variété de dimension 2 connexe et
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compacte (figure 4.18). L’algorithme comporte deux phases. La premieére, étape de divi-
sion, consiste a définir un premier recouvrement bien formé. La deuxieme, étape de fusion,
consiste a fusionner des régions entre elles, construisant ainsi plusieurs recouvrements suc-
cessifs au nombre de régions décroissant. Cette deuxieme étape est conduite sur le dual
du recouvrement. En effet, une fusion de régions est équivalente a une simplification par-
ticuliere du dual.

Pour illustrer cet algorithme, nous utilisons quatre maillages. Le premier, nommé sphere
est une triangulation interpolant des points sur une sphere. Elle est constituée de 162 som-
mets et de 320 faces. Il s’agit de la plus simple surface respectant les hypotheses que nous
avons posées. Le deuxieme maillage est nommé hippocampus et résulte de la numérisation
d’une glande présente dans le cerveau. Il est constitué de 1002 sommets et de 2000 faces.
Le troisieme maillage, meche, peut étre considéré comme un exemple de numérisation d’un
objet mécanique. Il est constitué de 1572 sommets et de 3152 faces. Enfin, croissants est
un maillage synthétique composé de 542 sommets et de 1080 faces.

4.4.1 Etape de division : Premieres régions sur une surface tri-
angulée

La premiere étape de notre algorithme est la définition d’un recouvrement bien formé
constitué de petites régions. Aussi ce recouvrement doit étre défini sur M, une surface
triangulée connexe et compacte. Le choix naturel pour ce premier recouvrement est alors
de définir une région R; par sommet s; de M. R; est I'union de s; et de I’ensemble des
arétes et des faces incidentes a s; (figure 4.19).

Le recouvrement est bien formé car, par définition, une triangulation connexe, sans bord
et bornée possede au moins quatre sommets, et R; est homéomorphe a un disque ouvert et
non vide de IR?. La zone pure de R; est réduite au sommet s; qui est bien un fermé connexe
sans trou. Tout point appartient a une région au moins, et comme un triangle est incident
a trois sommets et une aréte est incidente a deux sominets, tout point appartient a au plus
trois régions. Enfin, l'intersection de deux régions R; et Ry est I'union de ’aréte incidente
aux deux sommets s; et sy et des deux faces triangulaires incidentes a cette aréte : cet
ensemble est bien homéomorphe & un disque ouvert et non vide de IR? tout comme R; \ Ry
et RQ \E

4.4.2 Etape de fusions : deux stratégies complémentaires
4.4.2.1 Présentation des deux stratégies
La deuxieme étape de notre algorithme consiste a fusionner des régions ensemble de

telle sorte que le recouvrement reste bien formé. Pour cela il suffit de choisir un ensemble
de régions du recouvrement de telle sorte que leur union et leurs représentants dans le dual
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Fi1G. 4.18 — Exemples de recouvrements bien formés définis sur les quatre maillages choisis
pour illustrer notre algorithme.

du recouvrement satisfassent aux hypotheses de la proposition 2.

Nous proposons deux stratégies de choix de régions :

— La fusion en couple : nous choisissons deux régions voisines.

— La fusion en fleur : nous choisissons une région et toutes ses voisines.

La fusion en couple a pour avantage de satisfaire systématiquement a la premiere hy-
pothése de la proposition 2. Elle a pour inconvénient de permettre un développement non
isotrope des régions comme lillustre la figure 4.20. Or nous souhaitons que chaque région
soit aussi proche que possible d’'un disque.

La fusion en fleur a pour avantage de favoriser un développement isotrope des régions.
Elle a pour inconvénient de ne pas satisfaire systématiquement a la premiére hypothese de
la proposition 2 et de rencontrer plus facilement 1’échec car elle concerne plus de régions



4.4. ALGORITHME 79

F1G. 4.19 — Régions du premier recouvrement défini sur la surface triangulée M

qu’une fusion en couple (voir les résultats collectés dans les tableaux de la section 4.5.5.

Nous constatons donc que les deux stratégies se completent. C’est pourquoi nous com-
mencons par des fusions en fleur afin d’assurer une base isotrope a la forme des régions,
puis nous enchainons sur des fusions en couple afin d’adjoindre des petites régions voisines
aux plus grosses. Ces fusions en couple permettent également de débloquer des situations
ou trop de régions étaient concernées. Enfin, les résultats collectés dans les tableaux de la
section 4.5.5 indiquent que le nombre de régions obtenues par cette stratégie est du méme
ordre que celui obtenu avec une stratégie de fusions en couples uniquement.
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Fia. 4.20 — Une région du recouvrement calculé sur sphere avec une erreur calculée selon
le critere de la moyenne et un seuil de 10. La stratégie utilisée est de ne procéder qu’a des
fusions en couples. Le développement de cette région n’a pas été isotrope.

REMARQUE —

Il est important de remarquer que, pour ces deux stratégies, si les deux hy-
potheses de la proposition 2 portant sur les éléments du nerf du recouvrement
sont vérifiées, alors on est assuré que I'union S des régions candidates a la fusion
est homéomorphe a D, et ce grace au lemme 1.3.

4.4.2.2 En pratique

Pour mettre en ceuvre ces fusions, nous réfléchissons sur le dual (G, F') du recouvrement.
En pratique, nous codons G et F' en adjoignant a toute région la liste ordonnée dans le
sens trigonométrique de ses voisines (reliées a la région par un pointeur). Chaque région
code ainsi naturellement un sommet de GG, et chaque pointeur vers une région voisine code
une aréte (une aréte est donc codée deux fois). Enfin, 'ordre des voisines d’une région code
implicitement les faces de F'.

En pratique, nous vérifions la deuxieme hypothése de la proposition 2 dans le cas d’une
fusion en fleur comme d’une fusion en couple de la fagon suivante. Nous notons S ’ensemble
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Fusion Fusion

Fic. 4.21 — Fusion de régions en fleur. Les régions candidates sont en trait plein et
représentées par des sommets blancs reliés entre eux par des arétes pleines. A gauche,
la fusion est 1légale. A droite, elle ne I'est pas car les éléments constituant la partie pure de
S# ne suivent pas les hypotheses du lemme 1.4.

des régions candidates a la fusion et V' (S) I’ensemble des régions voisines de S (c’est-a-dire
voisine d’une des régions de S sans en faire partie). Soit R une région de V(S). Nous
vérifions alors que I’ensemble des voisines de R appartenant a S sont toutes consécutives
dans un parcours trigonométrique des voisines de R.

Nous vérifions la premiere hypothese de la proposition 2 dans le cas d’une fusion en fleur
de la facon suivante. Il suffit de s’assurer qu’aucun sous-ensemble de V' (S) n’est encadré
de régions de S. Pour cela, nous nous assurons que, lors du parcours trigonométrique des
régions de V (S) (possible grace a l'ordre des voisines des régions de S, de la région centrale
comme des autres), toute région admet pour voisines la région précédemment rencontrée
et au moins une région n’appartenant pas a V' (S5).



82 RECOUVREMENT D’UNE SURFACE TRIANGULEE

4.5 Application a la construction d’un atlas

4.5.1 Ajout d’un critere géométrique

Nous avons vu dans le chapitre 77 que la premiere étape de la construction de notre
modele est ’approximation d’une 2-triangulation M de IR? par une famille de primitives
planes V;. De plus, chaque primitive doit approcher une région R; de M de telle sorte que
la projection v; de R; sur V; soit une bijection (figure ??, page 77).

Nous proposons de reformuler le probleme de la fagon suivante : définir un recouvrement
R de M par un ensemble de régions R;, chaque région ayant pour propriété géométrique
d’étre bien approchée par un plan sur lequel elle se projette sans auto-occultation. Comme
nous ’avons vu dans la section 4.4 la suite de la construction de notre modele nécessite
que ce recouvrement soit bien formé. Nous appliquons donc ’algorithme de division-fusion
décrit dans la section 4.2 en lui ajoutant les deux points suivants :

— Les premieres régions a l’issue de ’étape de division doivent étre bien approchées par
un plan sur lequel elles se projettent sans auto-occultation.

— Lors de I’étape de fusion, nous ordonnons les régions candidates afin d’obtenir le
moins de régions possible a la fin de ’algorithme, et nous ajoutons au test de validité
d’un choix de régions a fusionner la condition selon laquelle la nouvelle région doive
étre bien approchée par un plan sur lequel elle se projette sans auto-occultation.

Nous présentons dans cette section un calcul du plan approchant une région d’une 2-
triangulation. Puis nous proposons un calcul de ’erreur d’approximation de la région par
ce plan qui servira d’une part a évaluer, grace a un seuil prédéfini, si la région est bien
approchée, et d’autre part a ordonner les régions candidates a la fusion. Enfin, nous discu-
terons du calcul de la projection bijective v; de R; sur V.

4.5.2 Calcul du plan moyen

Bien des méthodes sont envisageables pour calculer le plan approchant une région d’une
2-triangulation. On peut choisir un plan caractéristique de la répartition statistique des
points de la région dans IR? [Bev69]. Mais pour que ces techniques soient vraiment efficaces,
il faut un nombre de points bien supérieur au nombre de sommets constituant généralement
une région. On peut alors choisir des points supplémentaires sur chaque face. Mais il nous
semble dommage de ne considérer que des points et oublier I'information importante donnée
par les faces. C’est pourquoi nous avons préféré une méthode directe classique rappelée dans
I’étude de Frey [FBI6].

Le plan est déterminé par un point et une direction normale. La direction est calculée
comme la somme normalisée des normales des faces, pondérées par les aires de celles-ci.
Pondérer les normales par les aires des triangles permet d’étre plus indépendant de la
triangulation : 'importance de la participation de la normale d'une face est pondérée par
celle de la taille de la face vis-a-vis des autres faces.
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————— Surface & approcher

********* Primitive
— Surface approchante

F1G. 4.22 — Pour une approximation par combinaison convexe de primitives, il est préférable
de positionner les primitives sur la surface a approcher

La normale d’une face pondérée par son aire est égale au produit vectoriel de deux
de ses arétes. Elle peut étre calculée une fois pour toutes et stockée dans la structure de
données d’une face. La question naturelle qui se pose pour le calcul de la normale du plan
approchant une région R est la suivante : peut-on la calculer a partir des normales des
plans approchant les régions qui, par fusion, ont constitué R ? Pas directement. Pour cela,
il faut coder la direction normale du plan par un vecteur de norme non égale a un : il doit
étre calculé comme la somme non normalisée des normales des faces pondérées par les aires
de celles-ci. La direction d’une nouvelle région R est alors égale a la somme des normales
aux plans approchant les régions qui, par fusion, ont constitué R, moins la somme des
normales aux faces appartenant aux zones doubles de deux de ces régions, moins deux fois
la somme des normales aux faces appartenant aux zones triples de trois de ces régions.

En termes d’approximation, le point a déterminer, par lequel passe le plan approchant
une région, devrait étre le barycentre des sommets de la région. Mais le procédé de raccord
continu des primitives étant basé sur une composition convexe, il nous semble plus judicieux
de choisir un point sur la région elle-méme (figure 4.22).

Nous avons choisi le sommet de la zone pure de la région dont le projeté sur le plan
approchant est le plus proche du barycentre des projetés des sommets de la région (pour
évaluer ces projections, seule la direction normale au plan est nécessaire). Ce point est par
la suite considéré comme le centre d’un repere du plan approchant. Ce repére est complété
par un axe du repere de IR?® et son orthogonal direct dans le plan (figure 4.23).

4.5.3 Calcul de ’erreur

Calculer 'erreur d’approximation d’une région par un plan nous est indispensable d’une
part pour évaluer grace a un seuil prédéfini, si une région est bien approchée par un plan,
et d’autre part pour ordonner la liste des régions a fusionner. Dans les exemples illustrant
cette section, les points des maillages sont contenus dans la sphére unité et les seuils sont
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Bl zone pure
Bl zone double
B zone triple

T base locale
Ve

F1G. 4.23 — Construction d’un repere orthonormé sur V;

pris égaux a 10 (autrement dit un seuil tres élevé), 0.1, 0.01 ou 0.00001 (figure 4.24).

Pour évaluer si une région est bien approchée par un plan La encore bien des
criteres sont envisageables pour évaluer cette erreur d’approximation. Une premiere idée
consiste & observer ce qui est fait en simplification de triangulation [GH97]. Dans le cas
d’une simplification, I’erreur calculée est celle de la distance d’un point x vis-a-vis d’un
ensemble de plans {h;}. Elle peut étre calculée soit comme le maximum soit comme la
somme des carrés des distances des plans au point. Dans le cas de la somme, la formule
peut s’écrire matriciellement

_ T T
Ep(z) =x" - ( g vVi-V; )X
h;€H
ou xI' = (27,1) et v = (v}, 1), avec v;, vecteur normal unitaire de h;.

Dans notre cas l'erreur calculée est celle de la distance d’un plan A vis-a-vis d’un
ensemble de points {z;}. La situation est symétrique. Nous proposons donc les deux criteres
suivants : soit le maximum soit la somme des carrés des distances des points au plan. Dans
le cas de la somme, la formule peut s’écrire matriciellement

EX(h)sz-(Z X X))V

T, €X

En général, le nombre de régions définies et la qualité de I’approximation de chaque
région par un plan calculé pour un méme seuil avec 'un ou l'autre de ces deux criteres
est comparable lorsque le seuil est assez élevé (figure 4.28). Au contraire lorsque le seuil
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Fic. 4.24 — Régions définies sur sphere. L’erreur est calculée comme la moyenne des carrés
des distances des points au plan. Le seuil est de 10, 0.1, et enfin 0.01. Le nombre de régions
est 6, 18 et 36.

devient plus faible, le nombre de régions créées avec le critere du maximum est bien plus
élevé qu’avec le critere de la moyenne (figure 4.28).

On peut alors obtenir de bien meilleures approximations avec le critere de la moyenne
qu’avec le critére du maximum, pour un méme nombre de régions créées (figure 4.25).

On peut expliquer cette différence en remarquant que ’erreur calculée pour le critere
de la moyenne dépend de facon équivalente de chacune des distances qui participent a son
calcul. Au contraire, dans le critere du maximum, I'erreur peut étre déterminée par une
seule des distances qui participent a son calcul. Le seuil peut alors étre passé pour un seul
sommet mal placé. Et cette différence est encore plus sensible avec des fusions en couple
qu’avec des fusions en fleur. En effet, moins il y a de nouvelles distances participant au
calcul de I’erreur pour le critére de la moyenne, moins le risque de voir le seuil soudainement
dépassé est grand. Ce qui n’est pas le cas avec le critere du maximum puisqu’une distance
trop grande suffit pour faire passer 1’erreur au-dessus du seuil. De plus, méme a nombre de
régions égal et a seuil égal, le recouvrement obtenu avec le critere de la moyenne semble
étre meilleur que celui obtenu avec le critere du maximum comme l'illustre la figure 4.26.

Pour ordonner la liste des régions a fusionner Trier les régions selon l'erreur d’ap-
proximation commise par le plan approchant ne permet a prior: que d’encourager ’exten-
sion de régions bien approchées par un plan et non de créer la région la mieux approchée
par un plan. Mais pour cela, il faudrait tester toutes les combinaisons possibles ce qui
n’est guere envisageable. De plus, choisir la meilleure fusion a un pas donné de I’algorithme
n’assure pas le meilleur résultat final. Des algorithmes de type ”Branch and Bound” per-
mettraient siirement de rechercher la meilleure séquence de fusions. Nous nous sommes
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F1G. 4.25 — Régions définies sur méche avec une erreur calculée selon le critéere du maximum
et un seuil de 0.1, puis avec une erreur calculée selon le critere de la moyenne et un seuil
de 0.01. Dans les deux cas le recouvrement est composé de 51 régions.

contentés d’une part de la simple liste triée selon ’erreur calculée ci-dessus, et d’autre part
de mettre en début de liste les régions voisines lors d’une fusion en couple (critére que nous
nommons tri local). Les résultats collectés dans les tableaux de la section 4.5.5 semblent
indiquer que la premiére liste n’a quasiment pas d’influence sur le résultat (que 1’on ait
utilisé un critére géométrique ou pas, comme lorsque le seuil est posé a 10), contrairement
au tri local qui, s’il est omis, entraine de trés mauvais résultats.

Le cas des premieéres régions Enfin, les premieres régions que nous construisons ne
contiennent qu’un sommet dans leur zone pure. L’erreur d’approximation est alors nulle. Le
premier tri se fait alors sur un autre critére : le degré de rugosité [FB96]. Le degré de rugosité
calculé en un sommet d’une triangulation est une approximation de la courbure de la surface
en ce point. Un degré faible correspond donc & une courbure faible de la surface, qui est
donc localement proche d’un plan. Notons 7; la normale du plan approchant la région dont
la zone pure est réduite au sommet S;. C’est également la normale de la triangulation en ce
point selon Frey et Borouchaki [FB96]. Notons €é;; les vecteurs unitaires de méme direction
que les arétes S;S’j incidentes a 5;. Le degré de rugosité d’une triangulation en un sommet
est le minimum des produits scalaires < n; | e7; > (figure 4.27).
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F1c. 4.26 — Régions définies sur croissants avec une erreur calculée selon le critere du
maximum et un seuil de 0.1, puis avec une erreur calculée selon le critere de la moyenne
et un seuil de 0.1. Les deux recouvrements sont constitués de 25 régions mais seules celles
du deuxieme recouvrement s’adaptent correctement aux parties planes de la surface.

4.5.4 Projection bijective

Enfin, chaque région R; doit se projeter sur le plan qui 'approche en un morceau de
plan V; via la projection v;. Cette projection doit étre bijective.

Plusieurs méthodes de projections ont été proposées, notamment dans le cadre des
dépliements de surface (pour le plaquage de texture ou la définition d’un nouveau maillage
sur une surface). On peut citer la carte harmonique proposée par Eck [EDD*95] ou encore
la solution de retriangulation locale proposée par Lee [LSS*98]. Dans tous les cas, ce qui
est recherché est la bijectivité, mais surtout la minimisation de la distorsion entre la surface
originale et la surface dépliée.

Or dans notre cas, la région est supposée étre bien approchée par un plan. La simple
projection orthogonale entraine donc peu de distortion et est nettement plus rapide que
les solutions évoquées ci-dessus. Par contre, elle n’est pas nécessairement bijective. Si elle
ne l'est pas, nous refusons la fusion des régions qui conduit a cette région.

Pour savoir si la projection d'une région sur le plan qui I’approche est une bijection, il
suffit de tester si aucune face de la région ne se projette en une aréte et si toutes les faces
projetées ont une méme orientation. Cela se vérifie grace aux normales des faces projetées.

Ce choix a un inconvénient : il existe des premieres régions qui ne se projettent pas
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n;
/‘"
S;

Fi1a. 4.27 — Calcul du degré de rugosité en un sommet d’un maillage

de fagon bijective sur le plan qui les approche (voir [LSST98]). Dans ce cas, il faut déplier
artificiellement le parapluie projeté par la méthode proposée par Lee [LSST98] par exemple,
ou refuser de traiter des maillages ayant de telles irrégularités. Ce choix a malgré tout
un avantage décisif : V; est paramétrable par une simple fonction de hauteur constante
dans le repere local décrit dans le paragraphe précédent. Cela nous sera fort utile pour la
construction de I’atlas.

4.5.5 Résultats

Nous présentons dans ce paragraphe quelques résultats de calculs de recouvrements sur
les quatre maillages présentés au début de cette section. Les tableaux suivants présentent
le nombre de régions constituant les recouvrements en fonction du seuil choisi (10, 0.1,
0.01, ou 0.00001) et de la stratégie employée (des fusions en fleur uniquement, des fusions
en fleur suivies de fusions en couple ou des fusions en couple uniquement). Nous avons
également séparé les résultats selon que le critere de calcul de l'erreur est le critere du
maximum ou de la moyenne, que les régions sont triées ou non, et enfin qu’il a été fait
usage du tri local pour les fusions en couple ou non.

Les premiers tableaux concernent les recouvrements calculés sur le maillage sphere
constitué de 162 sommets et de 320 faces. Le recouvrement initial est donc composé de 162
régions.

Seuil Seuil
10 | 0.1 | 0.01 | 10E-5 10 | 0.1 | 0.01 | 10E-5
Fleur 21| 63 | 162 162 Fleur 19 | 50 | 162 162
Fleur et Couple | 5 | 27 | 64 122 Fleur et Couple | 6 | 18 | 36 73
Couple 5124 | 64 122 Couple 5118 | 36 73
Critere du maximum et liste triée Critere de la moyenne et liste triée

TAB. 4.1 — Recouvrements de sphere (liste non triée)



4.5. APPLICATION A LA CONSTRUCTION D’UN ATLAS 89

Seuil Seuil
10 { 0.1 | 0.01 | 10E-5 10| 0.1 | 0.01 | 10E-5
Fleur 23| 63 | 162 | 162 Fleur 23 | 50 | 162 | 162
Fleur et Couple | 6 | 25 | 64 122 Fleur et Couple | 6 | 17 | 34 73
Couple 6 | 25| 64 122 Couple 6 | 19| 34 73
Sans Tri Local |37 | 79 | 114 | 162 Sans Tri Local | 37 | 62 | 82 133
Critere du maximum et liste non triée Critere de la moyenne et liste non triée

TAB. 4.2 — Recouvrements de sphere (liste non triée)

Les tableaux suivants concernent les recouvrements calculés sur le maillage hippocampus
constitué de 1002 sommets et de 2000 faces. Le recouvrement initial est donc composé de
1002 régions. Les différences étant mineures, nous ne présentons pas les résultats concernant
le calcul de recouvrements sans 1’utilisation d’une liste triée.

Seuil Seuil
10 | 0.1 ) 0.01 | 10E-5 10 | 0.1 | 0.01 | 10E-5
Fleur 156 | 182 | 593 | 1002
Fleur 121 | 146 | 225 973
Fleur et Couple | 10 | 27 | 174 | 999
Fleur et Couple | 10 | 24 | 53 389
Couple 9 31 | 171 999 Counle 10 57 62 389
Sans Tri Local | 145 | 203 | 548 | 973 P

R ) ) ., Critere de la moyenne et liste triée
Critere du maximum et liste triée y

TAB. 4.3 — Recouvrements de hippocampus

Les tableaux suivants concernent les recouvrements calculés sur le maillage meéche
constitué de 1572 sommets et de 3152 faces. Le recouvrement initial est donc composé
de 1572 régions. Parce qu’ils ne présentent pas de spécificité, nous ne présentons pas les
résultats concernant le calcul de recouvrements avec un seuil de 0.00001.

Seuil Seuil
10 | 0.1 | 0.01 10 | 0.1 ] 0.01
Flour 366 | 365 | 615 3174
Fleur 306 | 313 | 431
Fleur et Couple | 53 | 51 | 153 Fleur et Couple | 39 | 51 63
Couple 40 | 48 | T1 k

s . . . Critere de la moyenne et liste triée
Critére du maximum et liste triée

TAB. 4.4 — Recouvrements de meéche
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Les derniers tableaux concernent les recouvrements calculés sur le maillage croissants
constitué de 542 sommets et de 1080 faces. Le recouvrement initial est donc composé de
542 régions.

Seuil Seuil
10 | 0.1 | 0.01 10| 0.1 | 0.01
Fleur 109 | 113 | 516 Fleur 99 | 139 | 191
Fleur et Couple | 14 | 25 | 159 Fleur et Couple | 13 | 25 50
Couple 17 | 33 | 162 Couple 12 | 30 55
Critere du maximum et liste triée Critere de la moyenne et liste triée

TAB. 4.5 — Recouvrements de croissants

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé un algorithme de construction d’un recouvrement
bien formé sur un maillage triangulaire M qui est une variété de dimension 2 connexe et
compacte. Pour ce faire, nous avons démontré que le nerf d’un recouvrement bien formé
est une triangulation combinatoire. Nous avons également établi des conditions suffisantes
sur son nerf pour que le recouvrement reste bien formé apres la fusion d’une partie de ses
régions. Cela nous a permis de proposer un algorithme de division-fusion pour construire
un tel recouvrement, et finalement de ’appliquer & I’approximation de M par une famille
de primitives planes. Ces résultats constituent la premiere étape de la construction de notre
modele de surface.
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Fi1g. 4.28 — Régions définies sur hippocampus avec un seuil de 10, 0.1, et 0.01. Sur la
premiere ligne, ’erreur est calculée comme la moyenne des carrés des distances des points
au plan. Sur la deuxieme ligne, 'erreur est calculée comme le maximum des carrés des
distances des points au plan.
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Annexe A

Démonstrations pour la définition
d’un recouvrement

A.1 Démonstration pour la correspondance entre les
zones d’un recouvrement bien formé avant et apres
fusion

Nous considérons un recouvrement bien formé R = {R;};c; défini sur un espace topo-
logique M.
Soit J C I ’ensemble des indices des régions de R que l’on fusionne.
On note S = J,c; Rj et S =R\ {R;};es US le recouvrement apres fusion.
Nous établissons la constitution de la zone pure, de la zone double et de la zone triple de
S dans S a partir des zones pures, doubles et triples des régions {R;},c; dans R.

Proposition 3

2p(S) = | zp(R:) U U zd(R;, R;) U U zt(Ry, R;, Ry)

ieJ (i) €J2: Ry R; 0 (i,j,k) €T3 RiNR; N Ry, #0

2d(S,R.) = |J  #d(Ri, Rn)U U zt(Ri, Rj, Ry,)
1€J:R;NRp#0 (4,§)€J?:RiNR;NRy #D

2t(S, Ry, Rpy) = U 2t(R;, Rn, R)

1€J:RiNRyNRm 7D

Démonstration 3 Utilisons un raisonnement par récurrence.

J ne contient que deux indices.

Zp(R1UR2) = {.’L‘€R1UR22V7;€I\{1,2},£E€R¢}

157
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= {zeR\R:Viel\{l,2},2¢ R;}U
{reRINRy:VielI\{1,2},2¢ R} U
{r e Ro\ R, :VieI\{1,2},z ¢ R;}

= {zeR :Viel\{l},z¢ R} U
{reRNRy:VieI\{1,2},z ¢ R;} U
{r e Ry:VieI\{2},z ¢ R;}

= zp(R:) U zd(Ry, Ry) U zp(Ry)

2zd(S,R,) = {re€(RMUR)NR,:Viel\{l,2,n},z¢ R;}
= {ze (R \R)NR,:VieI\{1,2,n},2¢ R;} U
{re(RmiNR)NR,:VieI\{1,2,n},x & R;} U
{re (Ry\Ri)NR,:VieI\{1,2},z ¢ R;}
= {reRNR,:Yiel\{l,n},z & R} U
{re(RiNR)NR,:VieI\{1,2,n},x & R;} U
{r € RoNR,:VieI\{2,n},z & R;}
= zd(Ry, R,) U zt(Ry, Ro, R,,) U 2zd(R2, R,,)

2t(S,Rp,Rp) = {x€(RIUR)NR,NRy,:VjeI\{1,2,n,m},x ¢ R;}
= {ze(RM\R)NR,NR,, :VjeTI\{1,2,n,m},z & R;} U
{re(RiNR)NR,NR, :VjeI\{1,2,n,m},x & R;} U
{re (R \R)NR,NRy :VjeI\{1,2,n,m},x & R;}
= {zeRNR,NR,:VjeI\{l,n,m},x & R} U
0
{re RoNR,NR, :VjeI\{2,n,m},x & R;}
— 2t(Ry, Rn, Ryy) U 2t(Ry, Ry, Ron)

Supposons les égalités établies si J contient n — 1 indices.

Supposons que J contienne n indices dont n. On note J = K U {n}. Alors, d’apres le
résultat démontré au rang 2,

zp(U R;,UR,) = zp(U R)) U zd(U R;, R,) U zp(R,,)

1EK 1EK tEK
= YR U U 2d(R;, R;) U
€K (1,§)EK2:R;NR; #0
U a(Ri, R, Re)U | 2d(Ri, R,)U

(i,j,k)EK3:R;NR; MRy, £0 i€EK:R;NRp#£0
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U 2t(Ri, R;, Ry) U 2p(Ry,)

(i,j)EK2:RiﬂRj NR,#0

= (Jap(r)U U zd(Ri, Rj) U

ieJ (4,4)€J2:R;NR; #0

U Zt(Ri, Rj, Rk)

(i,j,k)EJ?’:RiﬂRjﬂRk;ﬁ@

2d(| JRiU Ry, R) & 2d(|J Ri, Ri) U 2d(Rp, Rn) U 2t(| ) Ri, R, Run)
€K €K €K
T U 2R, Rw)U
1€EK:R;NRm #0
U 2t(R;, Rj, Rpy) U

(4,§)EK2:RiNRjNRm £0

U 2t(R;, Rn, Rn)

i€EK:R;NRyNRm#0D

= U #d®i,Rn)u

1€J:RiNRm #0

U Zt(Ri, Rj, Rm)

(i,§)€J2: RiNR; N Ry £0

2| JRiU R, Ry Ry) 2 2t(|J Ri, R, Ry) /cupzt(Ry, Ry, Ry)
€K €K
il U 2t(Ri, R, R,) U 2t(Ry, R, Rp)

1€EK:R;NRmNRp#£D

= U 2t(Ri, Ry, Ry)

1€J:R;NRm NRp#£D

A.2 Démonstration du lemme 1.2.1

Lemme -4.2.1 Soient deuz régions voisines Ry et Ry d’un recouvrement, homéomorphes
a D et ayant une intersection conforme. Les frontiéres de R,, Ry et R1 N Ry sont toutes
trois décomposables en quatre parties connexres non vides, deur ouvertes et deuzr fermées

(alternativement lors d’un parcours de la frontiére) telles que les deux parties fermées
appartiennent aux trois frontiéres.
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Démonstration 1.2.1 Par hypothese, les régions R; et Ry sont homéomorphes a D.
Soit f : D — R; une fonction continue réalisant cet homéomorphisme sur R;. Par pro-
longement par continuité, on peut définir la fonction continue g : D — R;. En particulier
g paramétrise continuement OR; sur le cercle unité C = {(u,v) € R* : u? +v? = 1}.
Cette paramétrisation permet entre autres de définir le parcours de JR; a partir de celui
de C (parcours trigonométrique). Il permet également de définir les parties connexes de
OR; comme les images par g de celles de C. Il est important de remarquer que g n’est pas
nécessairement bijectif.

e Nous commengons par démontrer le résultat sur 9(R; N Ry).

L’espace topologique M peut se décomposer selon I'union disjointe suivante :
M=R,URy
ou R® = {x € M:z ¢ R}. On peut donc écrire, Ry étant un ouvert,

R = RBiNM
Ry = (RiNRy)U (R NRY)

R = (Rin(R2UOR,))U (R NRy)
Ri = (RiNR)UR NORy)U (R \ Ry) (A.1)
~D ~D ~D

car R; et Ry ont une intersection conforme (remarquons que les unions sont disjointes).

De plus, R; N ORy est continuement paramétrable sur une ou plusieurs composantes
connexes ouvertes de C en tant qu’intersection de R;, homéomorphe a D, avec 0Ry, homéo-
morphe a C (la propriété ouverte est entendue dans la topologie de C : ce n’est pas un ouvert
de IR?). Considérons une de ces composantes connexes. Elle peut étre de deux types : elle
est I'image par une fonction continue soit de C soit d’un arc connexe de C. Dans le premier
cas, cela impliquerait Ry N Ry C R; d’ou R, \E % D. Dans le deuxieme cas, on note cette
composante |A; B[ ou A et B sont les images par la fonction continue des deux extrémités
de larc connexe de C considéré. Nécessairement, A € OR; et B € 0OR; et |A; B[ C Ry,
ce qui implique que |A; B[ partage R; en deux sous-domaines homéomorphes a D. Si
donc R; N OR, était composé d’une seconde composante connexe, ces deux composantes
découperaient R; en plus de deux sous-domaines homéomorphes & D (figure A.2). Ce qui
contredirait le découpage énoncé par ’égalité A.1.

R, N OR, est donc continuement paramétrable sur une unique composante connexe de
C.

De méme, R, N OR; est continuement paramétrable sur une unique composante connexe
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de C.

Démontrons a présent

RN 8R2 C 8(R1 N RQ) (AQ)
RyNOR, C O(RyNRy) (A.3)

Soit z ERlﬂaRQ CRlﬂECE.

x est la limite d’une suite (x;) telle que z; € R.

Aussi, € Ry qui est un ouvert, donc a partir d’un certain rang, z; € R;.
Donc z est la limite d’une suite (z;) telle que z; € Ry N Ry, d’ou z € Ry N Ry.
Orxz e RiNORy, C ORy donc x € Ry donc x & Ry N R,.

Par conséquent, x € 0(R; N Ry).

La deuxiéme inclusion se démontre de la méme maniere.

D’autre part,

(R NORy) N (Ry N ORy)
(

(R1NOR;) N (RyNORy)

Y
0 (A.4)

o~
i

II:

Ainsi, 0(R; N Ry) est continuement paramétrable sur C, admet d’apres les équations A.2 et
A.3 deux composantes connexes ouvertes qui, d’apres ’équation A.4 sont sans intersection.
O(R; N Ry) se décompose donc en quatre parties connexes, deux ouvertes et deux fermées
disposées en alternance. On note les deux composantes fermées a et b.

3(R1 N R2) = (R1 N BRQ) U (R2 N 8R1) UaUb (A5)

e Démontrons alors le résultat pour OR;. La démonstration pour 0R, est identique.
Nous commencons par démontrer

(ReNOR)UaUb = O(RiNRy)\ Ry (A.6)
(R1 N GRQ) UaUb = 8(R1 N Rg) \ R2 (A?)

D’apres ’équation A.5 il s’agit de montrer que pour tout = € 9(R; N Ry),
$€R1 <:>Z‘€R1ﬂaR2

autrement dit,
r€R & xe R NORy

Soit x € (R; N Ry) : z est la limite d’une suite (z;) telle que z; € Ry N Ry et z ¢ Ry N Ry.
SixERlﬂaRg, x €R1.
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L TR\ Ry
— Ri1NORy
BN R NRy

R1 R2
Fic. A.1 — Décomposition de R;
Réciproquement, si z € Ry, comme x ¢ R1 N Ry, x € Rs.

Aussi, Ry N Ry C Ry donc z est la limite d’une suite (x;) telle que z; € Rs.
Ainsi, x e 8R2, d’ou z € R1 N 8R2

Démontrons a présent
alUb C OR; (A.8)
D’apres les équations A.6 et A.7

alb = (0
= (0
= 9(R; N Ry) N (RN RS)
= O(R; N Ry) N (R U Ry)°
= O(R;NRy)\ (R URy)

RiNRy)\ Ry) N (O(R1 N Ry) \ Ry)

(
(R1 N Ry) N RS) N (O(Ry N Ry) N RS)

Soit & € a Ub, alors = est la limite d’une suite (z;) telle que z; € Ry N Ry, x & Ry N Ry
mais aussi x € R; U Rs.
x est donc la limite d’une suite (z;) telle que z; € R; et x € Ry, donc = € OR;.

Par conséquent, 0R; admet deux composantes fermées a et b sans intersection.
Elle se décompose donc en quatre composantes, deux fermées et deux ouvertes disposées
alternativement. W
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RiNORy RiNORy

R1 Rl

Fi1c. A.2 — A gauche, R{NOR; est constitué d’une composante connexe. A droite, R NOR;
est composée de deux composantes connexes.
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