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Présentation du probléme

Probléme étudié

.
minimiser /0 (x(8)TW(E)x(E) + u(£)TU(t)u(t)) dt.

tel que x = Ax + B\ + Fu,
0<ALC+DAX+Eu>0,
Eventuelles CB : x(0) = xo, x(T) = x7.

avec x(t) € R", u(t) e Q CR™, A(t) e R9, Vt € [0, T]
W,U,A B,C,D,E,F des matrices de tailles adaptées.
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Présentation du probléme

Théoréme d'existence

x = Ax + BXA+ Fu,
0<ANLCx+ DX+ Eu>0.

Pour que ce systéme soit complétement contrélable : m = ¢g!
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Présentation du probléme

Etude d'un systéme simplifie g =m =1

-
minimiser /0 (IIx(2)[|* + u(t)?) dt,

tel que x = Ax + BA + Fu,
0< AL C+dAx+eu>0,
Eventuelles CB : x(0) = xg, x(T) = x7.
avec x(t) € R", u(t) € R, A(t) € R, Vt € [0, T],
A, B, C, F des matrices de tailles adaptées, d scalaire strictement positif, e
scalaire.

Dans ce cas simple
A=d Mg, (~Cx — eu)
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Présentation du probléme

Etude d'un systéme simplifie g =m =1

-
minimiser /0 (IIx(2)[1* + u(t)?) dt,

tel que x = Ax + Fu + Bd Mg, (—Cx — eu),
Eventuelles CB : x(0) = xg, x(T) = x7.

Comment trouver une solution optimale ?
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Principe du maximum de Pontryagin Cas lisse

Principe dans un cas lisse

.
minimiser/ £t x(2), u(t))dt,
0

tel que x = f(t, x(t), u(t)),
x(0) € Mo, x(T) € Mr.

avec f0 € €Y(RMTm R) et f € €H(R™"™ R"), My, M7 C R".
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Principe du maximum de Pontryagin Cas lisse

Principe dans un cas lisse

Théoréme

Si la commande u associée a la trajectoire x est optimale sur [0, T], alors il
existe p : [0, T] — R" absolument continue, et un réel p® < 0 tels que,
pour presque tout t, on vérifie :

@ (p(-),p%) non trivial
Q
%(t) = VoH(tx(t), p(t), . u(t))
p(t) = —VXH(t,X(t),p(t),po, u(t))
ou H(t,X, p, pO’ U) = <p7 f(t,X, U)) + pOfO(t’X’ U).
© la condition de maximisation du Hamiltonien :

H(t, x(t), p(2), p°, u(t)) = max H(t, x(¢), p(t), p°, )

@ des conditions au bord : p(0) € Ny(o)Mo et —p(T) € NymyMr
oC LCS
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Principe du maximum de Pontryagin Cas lisse

Un probléme aux valeurs limites

Supposons qu'on fixe une condition initiale et qu'on n'impose aucune
condition finale :

-
minimiser/ O(t, x(t), u(t))dt,
0

tel que x = f(t, x(t), u(t)),
x(0) =0, x(T) e R".

En posant z(t) = (x(t), p(t)), on peut réécrire les équations de Pontryagin
sous la forme :

z(t) = F(t, 2(t))
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Principe du maximum de Pontryagin Cas lisse

Un probléme aux valeurs limites

Le principe du maximum impose p(T) = 0 (mais rien sur p(0)!). On
résume les conditions initiales et finales sous la forme

R(2(0),2(T)) =0

On obtient donc un probléme aux valeurs limites :

{Z’(f) = F(t,2(1))
0 = R(2(0),2(T))
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Cas lisse
Méthode de tir

Notons z(t, zg) la solution du probléme de Cauchy :

z(t) = F(t,z(t)), z(0) = z

et posons G(z9) = R(zo, z(tr, 2p))-
Ainsi, le probléme aux valeurs limites revient a chercher une condition
initiale zg telle que

G(Zg) =0
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Principe du maximum de Pontryagin [EEERTTNIEEY

Principe dans un cas non lisse

minimiser /T FO(t, x(t), u(t))dt,
0

tel que x = 7(t,x(t), u(t)),
x(0) € My, x(T) € Mr.

avec 9 et f sont localement lipschitziennes, My, M1 C R".
Définition : Jacobien généralisé
0g(s) = conv{lim Dg(s;)}

On notera 0sf(x, t) le jacobien généralisé de la fonction s — f(s,t) au
point x pour t fixé.
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Principe du maximum de Pontryagin Cas non lisse

Principe dans un cas non lisse

Théoréme

Si la commande u associée a la trajectoire x est optimale sur [0, T], alors il
existe p : [0, T] — R" absolument continue, et un réel p° < 0 tels que,
pour presque tout t, on vérifie :

@ (p(-),p°) non trivial
(2
—p(e) € BH(E x(1), ple), p°, u(2)
ot H(t,x,p,p% u) = (p, f(t,x, u)) + p°fO(t, x, u).
@ la condition de maximisation du Hamiltonien :

H(t, x(t), p(2), p°, u(t)) = max H(t, x(¢), p(t), p°, V)

@ des conditions au bord : p(0) € Nyo)Mo et —p(T) € NyryMr

v
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Application du principe

Application du théoréme a notre exemple

-
minimiser /0 (IIx(2)[|* + u(t)?) dt,

tel que x = Ax + Fu + Bd Mg, (—Cx — eu),
Eventuelles CB : x(0) = xg, x(T) = x7.
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Application du principe

Application du théoréme a notre exemple

(.... Calcul de I'Hamiltonien... du sous-différentiel... Simplification...)

2p°x(t) + ATp siCx+eu>0

0 BC\T :
_p(t) € 2p x(t) + A_T p(t) si Cx+eu<0

2p%x(t) + KA ~ BdC>T ,AT] p(t) siCx+eu=0
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Application du principe

Application du théoréme a notre exemple

En notant z = (p) on arrive a l'inclusion différentielle :

A Fi
X if Cx+eu>0
—2p%% — ATp

. (F(z.0) (A=) x - _
i (fP(Z’ U)) B —2p° x+ [LBT — AT, —AT p iF O+ eu =0

(A- )XjTBT if Cx+eu<0
{ 2px—|—( p
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Application du principe

Application du théoréme a notre exemple

(... Encore quelques maniplations... Et des simplifications....)

. A 0 B 0 AX = . . ;
z<_2pol —AT>Z+<O CTdBT> <)\/13>+<0>UAZ+B/\—|—FU,

/

o> 0L Cx+dXN+eu>0
0<jpxu L fx,u — 2(Cx + eu) >0
0<pp L pp —2p =0
0< Ahs 1 fxuln >0
0< A3 1 (puxw —2(Cx +eu))l, >0
0<pu L p1—22) >0
0< o 1 o — 2)\5 >0
)\i)bs 4 Agbs =pp—p
)\p +X=p
)\P )\abs
)\P )\abs
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Méthode directe
Méthode directe

N
[ FO(xi, uj
imin, 2 (- u)
, 0< A L O + dN + eu >0
TR = Ay + BNy + P

Méthode robuste mais pas trés précise.
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Méthode indirecte
Méthode indirecte

t.q.

T§§{<Pk+1, FX(Xkt1, v)) + PO (xuq1, v)}

0<XM: L Cxkp1 +dN; ; +ev>0
0<jpxy L tx,u — 2(Cxir1 +ev) >0
0 < pp €L tp — 2pk+1 = 0
0< AP 1 fix.uln >0
0< A3 1 (pxw — 2(Cxkrr +ev))1l, >0
0 < H1 L H1 — ZAkar]_ > 0
0 < 1 2 =2\, 4 >0

NP 08 = 1 = pria
A1 T 241 = Prrt
H1 — /\Iljk—i—l = Afbs
H2 _N)‘ngrl =A3 B
ZkLh_Zk = Azky1 + BAky1 + Fv
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MPEC

max g(x, A, u)

; G(x,\,u)=0
TV 0< AL HG N u)>0

Différentes maniéres de résoudre ces problémes (pénalisation, conditions du
premier et second ordre, programmation implicite par fonction de mérite).
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Ce qu'il reste a faire

Implémenter les algos de résolution

Passer au cas d'un contréle dans R™

Etudier plus précisément les discrétisations (stabilité, convergence vers
la solution optimale ?)

e Cas ou A et u ne sont pas de méme dimension ?
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Théoréme d'existence

x = Ax+ BA+ Fu,
0<ANLCx+ DX+ Eu>0.

Théoreme 1/2
Supposons que la dynamique soumis a la complémentarité vérifie les
hypothéses suivantes :

@ D est une P-matrice, i.e. toutes les mineurs principales sont inversibles.

o La matrice de transfert E + C(s/ — A)"1F est inversible comme
matrice rationnelle (implique en particulier m = q.)

Alors, le systéme est complétement contrélable si et seulement si les deux
conditions suivantes sont vérifiées :

o La paire (A, [F B]) est contrélable
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Théoréme d'existence

Théoréme 2/2

@ Le systéeme d'inégalités
A—Xl F
T T —
() -o

(¢ 9T) (g) <0

n'admet aucune solution A € R et 0 # (¢, n) € R™™.
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