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Chapitre 3

Stabilisation des systemes commandés par
réseau : une approche predictive

L'importance des retards en automatique, particulieéréne@nce qui concerne
les systémes commandés par réseau, est maintenant cocyrisee illustré dans
[KIM 03, ZHA 01]. Dans la plupart des études concernant lditation des sys-
temes commandés par réseau, le retard temporel est cénsa@@me constant ou de
variation bornée, mais la dynamique du retard correspdri$an caractérisation du
réseau n'est pas prise en compte en général.

Ce chapitre est dédié a la stabilisation de tels systemesmposant la connais-
sance des dynamiques du protocole de transmission ikuggréurmodele de retard
Nous verrons comment le prédicteur d’état a horizon tempianviapeut étre utilisé
pour stabiliser un systeme commandé par réseau. Différeméthodes de calcul de
I'horizon de prédiction seront proposées, afin d’obteng laide commande utilisant
le modéle du retard de manieggplicite Les contributions principales de ce chapitre
sont I'analyse détaillée du systéeme commandé par prédidiétat ainsi que la prise
en compte des retards lors de la modélisation et la statimlisdu systéme a controler.
La syntheése d’observateur d'état est aussi considéréepéhtie de ces résultats a été
présentée dans [WIT 03, WIT 05, WIT 07a].

Chapitre rédigé par Emmanuel IWRANT, Didier GEORGES Carlos Q\NUDAS DE WIT et
Olivier SENAME.
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3.1. Formulation du probleme

Nous considérons la stabilisation a distance des systémégres commandés
par réseau, ce dernier introduisant un retard variable amsée de commande. Le
type de réseau considéré estsiins pertedans le sens ou tout paquet perdu est ré-
émis. Cette hypothése, nécessaire pour garantir la ceudalila loi de commande
proposée, implique un retard plus important que dans le ‘casrdseau avec pertes
mais permet une compensation explicite de celui-ci (gaipeldormance), comme
nous le verrons plus loin. Notons que le phénoméne de \amidti retard induit par
le réseau, classiquement appgiguedans le milieu industriel, est source d’instabilité
ou de perte de performance et que peu de solutions sont diggopour le résoudre.
Plus précisément, la classe de systemes étudiée est géerigs équations suivantes :

=
—~

~+
~

Az(t) + Bu(t — 7(t)), x(0) ==x¢ [3.1]
y(t) = Cu(t) [3.2]

otz € R™ est I'état interne du systéme,c R! est I'entrée de commandg,c R™

est la sortie mesurée, dt, B, C sont des matrices aux dimensions appropriées. Les
paires(A, B) et (A, C) sont supposées stabilisables et détectables, respeetitem
mais aucune hypothése n’est faite quant a la stabilitéd .ddous considérons donc
aussi le cas des systemes instables en boucle ouverte.

Le réseau et le protocole de transfert (PT) interviennent’'pdermédiaire du
retard variable, pouvant étre décrit par un modeéle de type :

Aty = f1),ua(®), 2(0) =z [3:3]
T(t) = h(2(t),ua(t)) [3.4]

ou la variablez(t) décrit I'état interne du réseaug(t) est le retard résultant. Le signal
exogeney,(t) est supposé connu et les fonctiof(s) et2(-) connues et contindment
dérivables (de class®). Les équations [3.3] et [3.4] sont obtenues grace a un raodél
du canal de transmission et décrivent la dynamique intetneetard. Par exemple,
dans le cadre d’'un réseau a routeur avec PT :

— z(t) décrit I'évolution temporelle de la taille des fenétresigsionW; (¢) (pour
i = 1... N sources connectées au réseau) et de la longueur de filenteediierouteur
q(t);

—uy(t) est une entrée exogéne du systeme composée du nombresatatilisV,
de la capacit€ de la ligne en sortie du routeur et de la probabilité de perteadjuets
p(t);
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— f(2(t),uq(t)) décrit la dynamique interne du réseau, déterminée par |¢sile (
des fenétres) et par la politique de gestion de la file d’taten

—h(z(t),uq(t)) donne le retard résultantt) du modele complet.

Nous supposons que toutes les solutions du modeéle [38]¢8t les propriétés
suivantes, pour tout> 0 :

Tmaz > T(t) >0 [3.5]
(t)<v<l1 [3.6]

OUT,,q. > 0 estune borne supérieure sur le retaf etv > 0 est une constante arbi-
trairement proche de un. Ces deux propriétés sont des amrséep directes du choix
d’'un réseau sécurisé, la seconde étant une caractérisiggeeusalité [WIT 05]. Plus

précisément, le retard considéré ici est celui subi pardgsigts transitant du contr6-
leur vers le systeme et mesuré a l'arrivée de chaque paquoetdérivée du retard
égale al signifie donc que le retard augmente proportionnellemetd¢mps durant le

transit du paquet, et donc que celui-ci n'arrive jamais (gieegt contradictoire avec
I'hypothése d’'un réseau sans pertes).

REMARQUE.— L'approche de commande développée dans ce chapitreabtieé&ur
I'hypothése que le réseau peut étre représenté par un miékeleniniste. En effet,
nous verrons par la suite que le retard doit étre prédit stmowizon ¢, t + 7.,4.], OU
Tmae €St le retard maximum induit par le réseau, et que les itigdes du modéle,
ou comportement non déterministe du réseau, peuvent &es@n compte avec une
analyse de robustesse. Le choix d’'un modéle basé sur ungatgdéférentielle or-
dinaire n'a qu'une importance secondaire et est motivé @éorimalisme analytique
utilisé.

Les résultats proposés peuvent aisément étre étendus aldtanae réseaux dis-
crets ou hybrides. Ainsi le prédicteur pourrait aussi étilesé avec un modéle établi
sur les niveaux de charge du réseau, la charge pouvant ésrénaesans difficulté,
dans la mesure ou I'erreur induite par le temps d’actuaisatu modéle lors d’'une
transition respecte les critéres obtenus par I'analyselgstesse.

3.1.1. Exemple d’application : le protocole TCP

Nous avons choisi le TCP comme exemple de réseau du faitlteehaee de perte
de paquets, malgré ses faibles performances au niveauatd metluit. Cet exemple
d’'application constitue donc une étude du pire cas du pantwk de la commande
des systémes a retard.

EXEMPLE.— Un modéle de type flux de fluide du TCP a été développé dars (1]
en utilisant des équations différentielles de Poisson peprésenter les phénomeénes
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de congestion et les caractéristiques du protocole (t'effieslow startn’est pas in-
clus). Ce modéle consideré flux TCP (indexés par TCP (indexés pat 1, ..., N)

qui transitent par un routeur de capacité de ligne de séttiehaque flux est caracté-
risé par le temps d’aller-retour; et par la taille de la fenétre d’émission d’espérance
W;(¢t). Au niveau du routeur, la dynamique de la file exprimée paofgleur de
file d’attente d’espérance(t) et par la longueur moyenne de file d’'attente d’espé-
ranceg(t). Une politique de gestion active de la file telle que 'AQMc(ive Queue
Managementest introduite avec la fonction de perte de paqwéis. Cette fonction
correspond a la probabilité de marquage des paquets quitssyosidérés comme
perdus. Les équations dynamiques décrivant le TCP s'étralers :

aw;(t) 1 Wi)Wi(t — Ri(q)) _ 4

Ta T Rle) | 2Rialt - Rifg)) PO @) ]
d%(tt) _ ln(lé— a) (t) — ln(lé— a) o(t) [3.8]
dg(t) o Wi(t)
dt _C+; Ri(q) 199]
Rlq) = &+Tn [3.10]

ouT,, est le retard constant induit par la ligne de transmissicest une constante de
pondération comprise entbeet 1, etd est la période d’échantillonnage. La dynamique
de W exprime le fait que la taille de la fenétre augmente de fachlitiae (1/R;) en
fonctionnement normal et décroit de fagon multiplicateesgu’un paquet est perdu
(dernier terme). La variation de la fitgt) est simplement la différence entre le flux
entrant (somme dé#; / R;) et le flux sortant du routeur (capacité de la ligne en sortie)
Ce modéle est basé sur I'hypothese classique que le tempgsamiénformation de
perte de paquet (émise par le routeur) pour atteindre lze@mettrice est assimilable
a R;(t). Le controle d'un tel modéle peut choisissant une politi§@M appropriée
(par la définition de(g), qui peut étre par exemple un rejet de paquets proportionnel
a la longueur de la file a partir d’'un niveau donné).

La validation de ce modele a été effectuée en le comparantésuitats obtenus
grace au simulateur de réseas dans [MIS 00]. Ces résultats montrent que le mo-
déle proposé est particulierement efficace pour représkntmmportement moyen
du réseau, bien que les phénoménes transitoires appataigsmaniére légérement
retardée.

L'exemple précédent montre comment la dynamique interneédeau, induite
par la file d'attente du routeur, est affectée par le promda transfert implémenté
au niveau de I'émetteur (taille de la fenétre) et par lesatérestiques intrinseques
au réseau (telles que la capacité du canal de transmiss@o), l&émetteur adapte
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la taille de la fenétre d’émissioi¥/(¢) en fonction des ressources disponibles sur le
réseau. Le retard résultant dépend du temps de transmidside longueur de la file
d’attente, ainsi que du temps induit par la gestion de liimfation au niveau du routeur
(adressage, etc.).

Longueur de file et taille moyenne des fenétres
20 T T T T

q(t) et W(t) (paquets)

temps (s)

Figure 3.1. Etat du réseau et calcul d&t)

De maniére plus générale, le modele précédent fait parfiee dasse de systemes
pouvant étre représentés par une équation différentieltgmk [3.3]-[3.4] avec :

2(t) = [Wi(t) ... Wa(t) q())"
uq(t) = {N(t),C(t),p(t)}

T
Fa(0),ua(t)) = {Wcllt(ﬂ dwig(t) dz(tt)}

Met) ) = 5 | &+ T

et ou le retard induit; () est estimé comme étant la moitié du temps d'aller-retour
(R;/2). Ladynamique de I'étdl(¢) n'apparait pas explicitement ici du fait de la consi-
dération dep(t) comme une entrée exogéne. Le modéle de réseau présenssagsde
est illustré par 'exemple numérique suivant :

EXEMPLE.— Soit un réseau constitué d’un routeur et de deux flux TCRi(aélisé
par le canal de commande et un flux perturbateur, agissamttent 0,25s ett =
0,85). Les parametres de ce réseau sont tels que le retard esudbteartir des
équations dynamiques [3.7]-[3.10] avee- 1,2, C = 300 paquets/s, Tp1 = 1ms,
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Tp2 = 1,5ms, ¢(0) = 5paquets, p;(t) = 0,005 x ¢(t — Ri(t)), i = 1, 2, et
W1(0) = W5(0,25) = 10 paquets. Le canal de communication entre la commande
et le systeme correspondi &= 1 et le retard induit et-(t) = R;(¢)/2. L'évolution
temporelle des états internes du réseéy), Wi (t) et W5(t) est présentée dans la
figure 3.1. La 3.1. La premiére source commence a émettre & puis la seconde,
qui intervient comme une perturbation, entre en jeux ezifieet 800 ms. L'effet de
cette perturbation apparait comme une réductiol@dé) et une augmentation de la
file d'attente (et donc du retard). Cet exemple sera utiligéroe base de modéle de
retard dans la suite de ce chapitre.

3.2. Méthode de commande

Le probleme de stabilisation d'un systeme a entrée retaodde retard varie dans
le temps, est abordé ici. Nous utilisons la commande baséeguédicteur d’état pour
compenser le retard [ART 82, MAN 79, NIH 89] et dont une étudillée est pro-
posée dans [WIT 07b]. Ce choix est motivé par I'efficacité déeaméthode dans le
cas ou un modeéle du réseau est disponible et par la diveest&tdatégies de com-
mande classiques applicables pour le choix du gain (le geidi compense le retard
et le gain détermine les performances du systéeme bouclé&) abalyse détaillée des
conditions de stabilité est proposée dans cette sectioguiggermettra d’'établir les
hypothéses nécessaires a la suite de ce travail.

3.2.1. Description

Définissons tout d’abord la houvelle entrée) par :

v(t) = u(t — 7(t))

En supposant I'existence d’une fonction bornée dépendantempss > §(t) >
0 (qui sera définie par la suite) et en remplacant I'argumenpteelt par I'argument
a coordonnée temporelle décatée 4(t) dans [3.1], nous obtenons :

a'(t+6(t)) = Az(t + 6(t)) + Bu(t + 4(t))
ouz’ estla dérivée de par rapport a son argument. Il est intéressant de noter que, p
les systémes a retard temps variant, la transformationdestip n’est pas réversible
pour un horizon de prédiction égal au retard. En effet :

Ot +6()) = ult — 7(t + 8(t)) + 6(t)) [3.11]

contrairement au cas du retard constanty et etv(t + 0) = u(t).
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Supposons qu'il existe une fonctidift), respectant le principe de causalité, telle
gu'il est possible de calculer :

v(t+ () = —Kzx(t + (t)) [3.12]
le systéme résultant en boucle fermée est alors :
2 (t+6(t) = (A— BK)x(t+ (1)) = Aaz(t +6(t)) [3.13]

ou A.; estla matrice d’état du systéme bouclé, pouvant étre resieltiurwitz du fait
de 'hypothése de contrblabilité de la pairé, B). Néanmoins, la stabilité de I'état
x(t) ne peut étre déduite directement de la stabilitéddedu fait de 'argument en

t + 4(t) (au lieu det) et nécessite certaines contraintes &uj. Nous reviendrons
sur ce point aprés la présentation de la procédure de poddibe v(t + 6(¢)) et de

la définition constructive résultante poi(t). Pour résumer, deux conditions doivent
étre satisfaites afin que la procédure décrite ci-dessgs@étre mise en place :

— la possibilité de prédire(t + 6(t)) ;
— la possibilité de calculer(t + 4(¢)).

La seconde condition est satisfaite sir(t+43(¢))+3(¢t) = t, du fait de I'équation
[3.11]. Ceci conduit & une condition nécessaire &t qui sera utilisée par la suite.
La prédiction dex(t + 4(¢)) est donc I'élément clé pour la construction de [3.12]
et pour que la relation [3.13] soit satisfaite. En substitua solution de I'équation
différentielle [3.1] :

z(t +6(t)) = 2™

t+5(t)
x(t) + et / e 4% Bu(f — T(@))d9‘|
t
dans [3.12], nous obtenons :

vt +6(t)) = —KeA®

(1) + et / T o g T(G))dG]

Ensuite, la combinaison de [3.11] et de I'équation préctelparmet d’écrire :

w(t — 7Tt +6(t)) + 0(t)) = —Ke2Da(t)

t4+6(t)
e eAlta(D) / ¢4 Bu(9 — 7())dd [3.14]

t

L'argument de l'intégrale implique de connaitre I'infortizen entreu(t — 7(¢)) et
u(t+46(t) — 7(t + d(t))). La causalité dans le calcul de la loi de commande est donc
satisfaite si les conditions suivantes sont vérifiées :

Vo e [t,t+46(t)], 6—7(0) <t
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C’est la raison pour laquell®t) est défini par :

0(t)=max {6 >0 | Ve t,t+6], 6—7(0) <t} [3.15]

L'existence d'une solution de [3.15] est obtenue par la psitpn suivante :

PrRoOPOSITION3.1.— Le probleme d’optimisatiof8.15] admet une solutiofi(t) pour
laquelle :

5(t) — T(t+0(t) =0 [3.16]

DEMONSTRATION.— Soitt un instant donné. L'’ensemble admissible pour le probléeme
d’optimisation[3.15] est non vide car la valeus = 0 est une solution candidate ré-
pondant & la contrainte — 7(¢) < ¢. Ceci est d0 au fait que(t) > 0, par I'nypothése
[3.5]. De plus, I'ensemble admissible est clairement bornédparsup, . 7(o). Fi-
nalement, en utilisant des arguments de continuité classig’ensemble admissible
est fermé. Le probleme d’optimisatif®15] est donc de trouver la valeur maximale
d’une fonction continue (la fonction identité) sur un enbEntompact. Le fait que la
solutiond(t) satisfass¢3.16] est une conséquence directe de cette propriété de maxi-
mum. L'existence et I'unicité de la solution sont décritedaton plus détaillée dans

le paragraphe suivant.

A partir de la proposition précédente, il est clair ¢ie) défini par [3.15] permet
d’'écrire [3.14] sous la formexplicite suivante :

t+8(t)
u(t) = —KeM® | p(1) 4 At / =49 Bu(0 — 7(0))d0 [3.17]
t

puisque l'information passée dét) est nécessaire uniquement sur l'intervalle tem-
porel[t — 7(t),t].

REMARQUE.— Le calcul dej(t) requiert de résoudre continlment I'équation [3.16]
pour tout instant. De plus, il est important de noter qu’urégljtion du retard est né-
cessaire. Celle-ci peut étre obtenue par intégration dwetedd.3]-[3.4] sur I’horizon
de prédiction.

Pour l'implantation de la loi de commande [3.17], il est resz@re de garder en
mémoire l'histoire des signaux de commande passés duraimtemalle temporel
[t - T(t)7 t]

3.2.2. Analyse de stabilité asymptotique

Le but est ici de montrer la stabilité de I'état a partir de gaaiique décrite
dans I'espace temporel+ §(¢) obtenue par la procédure décrite précédemment et
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exprimée dans I'équation [3.13]. Nous utiliserons la riotet’(-) pour faire référence
a la dérivée de;(-) par rapport & son argument; ainsi :
d

2'(¢) = d*(:x

(©)
avec((t) =t +d(t).
LEMME 3.1.— Soit le systéeme décrit par :

2 (t+0(t) = Aaqx(t +6(t))

avect > 0 etd(0) = do. Si les conditions suivantes sont vérifiées :

1) toutes les valeurs propres dk,; sont dans le demi-plan ouvert gauche du plan
complexe;

ZZ) 0< 5(t) <y < 00
iii) —1 < 6(t) < o0;
alors :
Jim [l2(Q)l] = lim [la(t +8(0))]| =0 [3.18]

pour toute valeur bornée d&dy). De plus, I'étate(¢+4d(t)) décroit exponentiellement
verso0.

DEMONSTRATION.— Introduisons tout d’abord la fonction correspondant a hédle
temporelle décalée(t) = t + (t), notée¢ pour plus de clarté. Soit la fonction de
Lyapunov :

V(t) = ()" Px(¢) [3.19]

ouP = PT > 0. En notant que la dérivée temporelle de I'état correspondysiéme
linéaire temps variant :

dlz(Q)] _ da(Q) dC _

=i g = DA

nous obtenons, grace a I'hypoth&si qu’il existe une matric€) définie positive telle
que:
V() = (1+00)x(Q)" (PAa+ AL P)x(C)
= —(1+6)z()TQx(C)
< —(1+5O)n(@2(Q* <0 [3.20]
ou la derniére inégalité est obtenue avec I'hypoth@sg. En utilisant les bornes :

A (PO <V (t) < At (P)]|2 (O]
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avech,,(-) et Ay (+) dénotant respectivement les valeurs propres minimum e max
mum de la matrice considérée, et en intégrant I'inégdl@8&0] entre 0 et ¢, nous
obtenons :
V(t) < V(0)e¥®
ou: .
U(t) = 1+0(0))dd >0
(=32 | 1+

En utilisant a nouveau les bornes de I'équation de Lyapunous pouvons en dé-
duire :

2~ dm(P)
le(@IF < 325

Il reste & établir quel (t) — oo lorsquet — co. Pour cela, nous utilisons la définition
de ¥ (¢) pour montrer que :

[|2(80)|[Pe™ ¥ [3.21]

vy = 2@

(t+0(t) — do)

oud(t) est positif et borné, du fait de I'hypothé@e). Nous pouvons donc en conclure
quet — oo impliqgue¥(¢) — co. L’'application de cette propriété 8.21] permet de
conclure la démonstration.

COROLLAIRE 3.1.— Si les hypothéses du lemme 3.1 sont satisfaites, alorstensgs
en boucle fermée résultant de I'application de la loi de cande[3.17] au systeme
[3.1]-[3.2], a une solution bornée et converge exponentiellement (epeur tout
t > 0. De maniére plus générale, la stabilité du systéme boucldéruite de celle
dez(t + 6(¢)) dés lors que les conditions de bornitude $(t) et sa dérivée sont
vérifiées.

DEMONSTRATION.— Le systemg3.1]-[3.2] est linéaire, et ses états ne peuvent diver-
ger en temps fini. Donc pour toute valeur bornéejgle’état = (dy) a cet instant est
borné. Le lemme précédent permet ensuite de conclure, siypeghéses sont véri-
fiées, que I'état converge exponentiellement vers zéro.

Les conditions de stabilité précédentes concernant laaaten(t) peuvent étre
exprimées en fonction de la nature du retaft) avec la proposition suivante :

PROPOSITION3.2.— Les conditions sur I'horizon de prédictiaift) :
l)OS(S(t) <oy < 0]
i) —1 < 6(t) < p < o0;

sont toujours satisfaites pour les modéles de retard défimi$3.3]-[3.4] et ayant les
propriétés :
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P].) 0 < T(t) < Tmaz 1
P2) sup,cp+ 7(t) = v < L.

DEMONSTRATION.— L’hypothése(i) (6(¢) bornée) est clairement satisfaite par la
définition ded(t) et par la condition sur le retard P1). En utilisant la propriété
7(t) # 1 pour toutt, nous pouvons dérivgB.16] par rapport au temps et réécrire

I'nypothése(ii) ainsi :
<

Q)

avecp > 0 fini. La partie gauche de cette inégalité est équivalentela< 0 et est
donc toujours satisfaiter(¢) < 1). La partie droite de I'inégalité (dérivée d&t)
finie) est satisfaite pafP2). En effet, nous pouvons choigitel que :

-1<

(1)
p = SUp — %
ter+ 1 = 7(t)

Les résultats de cette section sont maintenant résuméseddag®reme suivant :

THEOREME3.1.— Soit le systéme :
#(t) = Az(t) + Bu(t — 7(t))

avec(A, B) une paire commandable. En supposant que la dynamique du {8t8]-
[3.4] est telle que les conditions suivantes s() sont satisfaites pour tout> 0 :
A1) Tynae > 7(t) > 0 pour une constante finig, ., > 0;
A2) 7(t) <1, Vt>to;

alors la loi de commande :

t+3(t)
z(t) + et / e 9 Bu(f — 7(0))do [3.22]

t

u(t) = —Ke®

aveci(t) = (¢t + 4(¢)) assure que le systéme en boucle fermée est borné, et que son
état converge exponentiellement vers zéro.

DEMONSTRATION.— Ce théoreme découle naturellement de I'approche constaict
présentée dans la section précédente et des résultatsushdams cette section. Plus
précisément, la causalité de la loi de commande est assarda géfinition ded. Puis

la stabilité du systéme résultant est obtenue en appligsactessivement le lemme,
le corollaire et la proposition présentés dans cette sectio
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REMARQUE.— L'originalité de ce résultat réside plus dans la maniénet d est ob-
tenu que dans le résultat lui-méme. En effet, I'effet sisdilt de la commande pré-
dictive en raisonnant sur un systéme réduit ainsi que larf@tdgpde stabilité de I'état
x(t 4+ §(¢t)) ont été étudiés dans [ART 82] et [NIH 89], respectivementnié&thode
d’'analyse proposée ici est singuliére dans le sens gu'stlélaborée directement a
partir de I'état temps décalé, permettant ainsi une analgssabilité classique et fai-
sant apparaitre les conditions de causalité (propriétésatléle de retard admissible)
de facon explicite.

3.3. Calcul de I'horizon de prédiction

Nous nous intéressons ici a la résolution de I'équatigplicite :
oty =7(t+(¢))

utilisée lors du calcul de la loi de commande. Cette équatigplique I'évolution
temporelle du retard(t) et se trouve donc directement affectée par la dynamique de
ce retard. Nous verrons tout d’abord quelles sont les condinécessaires et suffi-
santes pour obtenir une solution unique a ce probléme. Désodes de résolution
exacte seront ensuite présentées, permettant dans sexaitiobtention d'une solu-
tion explicite. Enfin, nous proposerons une approche delcdymamique permettant
I'utilisation explicitede la dynamique du retard, applicable a la classe de retands c
dérée.

3.3.1. Existence et unicité

Nous reconsidérons tout d'abord le probleme d’existenceel’'solution, abordé
dans le cadre de la résolution du probleme optimal [3.15} &vproposition 3.1. Ceci
nous permettra, dans un premier temps, d'établir le fosmainécessaire a I'appli-
cation du théoreme du point fixe (existence d'une solutiba)version de Brouwer
de ce théoréme sera ensuite utilisée pour déterminer laktioms d’unicité de la so-
lution. Ce probléme est de type= ¢(d,t) ou g(d,t) = 7(¢t + J). L'existence d’'une
solution a ce probleme est établie en considérant le caffigpéoou le temps est fixé
(c’est-a-direg(d,t) = g(d)). Le résultat obtenu est ensuite étendu au cas général en
remarquant qu'il reste vrai pour tout temps R*.

SoitC(R™*, [a, b]) la classe des applications continueskde™ dans|a, b]. De par
la définition des retards admissible§), continus et bornés, considérés dans le sys-
teme [3.3]-[3.4], et le fait qué € R, nous avons (t) € C(R™, [0, Timaz)). Ensuite,
en considérant aussi le fait qyé’, t) est une projection d&*+ dansR ™, la propriété
suivante est éetablie :
9(8,t) € C(R**, [0, Tinac]) [3.23]
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Finalement, le fait qué = g(0, t) permet de conclure que, &kexiste :
0 € [0, Trmaz) [3.24]
L'existence d'une solution peut maintenant étre établi@i@dé du théoréme du
point fixe avec la proposition suivante :

ProPOSITION3.3.—-Si le retardr(¢) est continu et borné, alors il existe toujours une
solutiond(t) telle que I'équation implicit¢3.16] soit vérifiée.
g6) |

Tax

g(0)

0 0 Tinax S

Figure 3.2. lllustration du théoréme du point fixe

DEMONSTRATION.—Le théoreme du point fixe [WEL 91] établit queygst une fonc-
tion continueg(d) € [a,b] pour toutd € [a,b], alors g a un point fixe danga, b].
Ce théoréme est appliqué au probléme d’existencé ele considérant tout d'abord
g(d,t1), out; > 0 estun instant donné. Dans ce cas le théoréme du point fixe, ave
les propriétés de et o établies par[3.23}[3.24], assure directement qu'il existe un
point fixed € [0, Tmaz|- En effet, le fait que(0) € [0, Tynqq] POUr toutd € [0, Trnaz)
implique l'intersection de(#) avec la droiteg(6) = 6, comme illustré dans la fi-
gure 3.2. Le point fixg(d,t1) = §(¢t1) est donc défini par cette intersection. Ceci
est ensuite étendu au cas général en remarquant que cefteigiforeste vraie pour
toutt; € RT. Donc nous pouvons garantir qu'il existe dtx) € [0, 7,.q.] tel que la
relation [3.16] soit satisfaite.

L'unicité de la solution est obtenue par application du teéwe du point fixe de
Brouwer [MIL 65] et présentée dans la proposition suivante :

PROPOSITION3.4.—Si le retard7(¢) est continu et borné, et si sa dérivée vérifie
sup,cr+ 7(t) < 1, alors la solutiond(t) de I'équation implicite[3.16] existe et est
unique, pour toutt € R,

DEMONSTRATION.— La propriété d'unicité découle naturellement du fait que la
condition imposée sut nécessite que la fonction(¢) ait une dérivée inférieure a
un. Plus précisément, supposons qu'il existe deux poimsdixet j», alors :

d(61,02) = d(g(01),9(82)) < Lip(g).d(d1,d2)
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oud(-,-) est la distance entre deux pointg)) est telle que définie précédemment et
Lip(g) est la constante de Lipschitz deLe fait quer(¢) < 1 implique queLip(g) <
1, donc quey; = 0s.

REMARQUE.— L'inégalité stricte sur la borne supérieure de la déridéeaetard est
nécessaire a l'unicité de I'horizon de prédictiéa).

3.3.2. Méthodes de calcul analytiques et numeériques

Il apparait clairement qu’'un modele complet du retard estsgaire pour calculer
4(t), tout du moins sur l'intervalle temporfl, ¢t 4 6(¢)]. La solution de I'équation im-
plicite définissané(t) peut étre obtenue par différentes méthodes, selon lasteutt
modéle du retard et I'information disponible. Nous considéns ici deux méthodes
analytiques et deux numériques.

3.3.2.1. Utilisation de la fonction de Lambert

Un cas particulier ot une soluti@xplicitepourd existe est donnée dans I'exemple
suivant. Supposons que le retard soit représenté par utiégyd#férentielle scalaire
et linéaire du type :

2(t) = az(t)+b, avec z(0) =z
() = cz(¢)

oUa, b, c etzy sont des constantes scalaires connues. L'évolution testipaiu retard
est déterminée par l'intégration du systéme précédenéetis!

T(t) :c<zo+2> et — be

a

L'horizon de prédictiory est donc solution de I'équation :

i(t)=c (zo + b) e@e®®) _ be
a a
cette équation devant étre résolue a tout tetnpsans ce cas, la solution explicite de
[3.16] peut étre établie et résolue analytiquement ersatili lafonction de Lambert
[COR 93T, notéelV. Cette fonction est telle quid’” : ze* — z et peut étre calculée
par un développement en série. Son utilisation est illegig¥ I'exemple suivant :

1. Cette fonction flt introduite par Euler dans [EUL 79] lors de son étud&daation trans-
cendantale de Lambert [LAM 581 — z° = (o — 3)vz®*P. Euler définit alors une fonction
dex satisfaisantve™ = z.
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EXEMPLE.— Soit une variable définie par I'équation transcendantale= ce”®® — ~.
Afin de pouvaoir utiliser la fonction de Lambert, cette égalitst reformulée comme
suit :

re P = a — ye P o —Bre T = —af + BreF?

& (=fy = Br)e™™ = —af & (=fy — fr)e” P = —afe” ™

Nous pouvons maintenant utiliser la transformafin ze* — =z, ce qui donne :
— By — Br = W(—ape™")

ou, de maniére équivalente :

r=—=[W(- afe ) 4 By

Le résultat de I'exemple précédent peut étre utilisé poarleul ded(t) en rem-

b " be . .
placantx parc | zp + — | e**, 8 para et~y par —. La solution finale est donc :
a a

5(t) = —2 [W (—ac (zo + Z) e‘“‘bc> + bc]

REMARQUE.— Cette méthode peut aussi étre appliquée au cas mulbi@aasi que
pour les modéles dynamiques linéaires avec une entrée ditendu temps. Son
principal défaut est la complexité introduite par le caldalla série associéeld,
qui peut induire de longs temps de calcul et la rendre inegple pour les lois de
commande synthétisées en temps réel. Si 'argumeld la fonction de Lambert est
réel, alors pour-1/e < z < 0 il y a deux valeurs réelles possibles Bé&(z). La
premiére branche satisfait I'inégalité (z) < —1 alors que la seconde, diteanche
principale est caractérisée p&V (z) > —1. Notons que dans le cas étudié ici, ce

N N . b e s .
probléme n’apparait que si> —— et ne sera pas étudié plus en détails.
C2o

3.3.2.2. Résolution implicite analytique

Pour le cas multivariable avec entrée temps variante, upeegsion analytique
impliquant§(t) peut étre obtenue en utilisant la prédiction du retard. Ramele,
dans le cas simplifié oti(t) = z(¢), I'horizon de prédiction est obtenu par :

t+6
5(t) = 7(t+0(t)) = 7(t) + f(7(0),uq(0))do

t
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La résolution de cette égalité peut étre effectuée de maniémérique en effec-
tuant une approximation discréte du terme intégral. Ceéthade peut s'avérer effi-
cace, entemps de calcul, pour des retards a faible varigtioims de pas d’'intégration
a calculer).

3.3.2.3. Calcul par dichotomie

La méthode de dichotomie peut étre appliquée a la résoldgdf.16] en utilisant
les valeurs numériques du retard. La dynamique du retamtemiient pas directement
dans le calcul de I'horizon de prédiction lorsque cette agipe est utilisée. La validité
de cette méthode est une conséquence directe du théoremmtfixe. Le temps de
calcul induit peut aussi étre relativement long, du fait delichotomie doit étre
appliquée a chaque période d’échantillonnage.

3.3.2.4. Méthode de la suite contractante

Nous pouvons aussi utiliser directement le fait que la fioncétudiée est positive
et de dérivée inférieure & un pour résoudre- g(d). En effet, le calcul de la suite
dn+1 = g(d,) pour undy au voisinage du point fixe nous permet de trouver ce der-
nier. Cet algorithme est dihéthode des approximations successatd®xistence et
I'unicité d’une solution est une conséquence directe degri@tés de contraction.

3.3.3. Solution dynamique

La fonctiond(¢) peut aussi étre calculée de maniére dynamique, en utildant
rectement le modéle du retard. Nous exploitons ici le faé kgguation différentielle
scalaired(t) = — & + g(5) posséde un seul point fixe globalement attractif si I'appli-
cationg n’a qu’un point fixe. Il s’agit d’'une version continue de ération discréte
on+1 = g(dn). Cette approche a l'avantage de proposer une solutioncibeplbl
le retard apparait dans I'état du contrbleur, et d’étre pleisormante au niveau du
temps de calcul nécessaire a la résolution de I'équatiotiditgp[3.16]. Nous dé-
crirons comment la dynamique dét), exprimée de maniére continue pour plus de
simplicité d'analyse du fait du choix d’une dynamique dwardtdécrite par une équa-
tion différentielle ordinaire, est définie afin de garantielconvergence asymptotique
vers la valeur nominale. Notons qu’'un modéle interne dudetat nécessaire pour la
mise en ceuvre de cette approche.

Définissons tout d’abord la fonction d’erreur induite pastimation deé(¢) par la
relation : R )
$(t)=0(t) —T(t+4(t)) [3.25]

ou4(t) est la valeur estimée dit). L'idée directrice de I'approche proposée est de
trouver une loi de variation poui(t) telle que la surface(t) = 0, ol s(t) correspond
a la valeur recherchée dét) (car correspondant & une solution exacte de I'équation
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implicite), soit rendue attractive et invariante. Le réauti’'une telle dynamique ga-
rantit la convergence exponentielle dg) versd(t). Nous construisons en fait un
estimateur dé(t) en boucle ouverte, solution du systéeme de Cauchy :

5(t) =0
{ s(t=0)=0

Pour prévenir des instabilités numériques induites pae agiproche, la dyna-
mique des(t) est définie par :

5(t) +os5(t) =0 [3.26]

ol o est une constante positive pouvant étre choisie arbitnant. En dérivant [3.25]
par rapport au temps et en substituanians [3.26], nous obtenons :

5(t) — 7 ()1 +3(t) + o(5(t) — 7(E)) = 0

ou((t) = t+0(t) etr'(-) estla dérivée de(-) par rapport & son argument. L'équation
précédente implique que [3.26] soit satisfaite’si) # 1 et si la loi de variatior (t)
est établie avec : . . .
X ) !
Sy = ——20 _T©O+0T(0) [3.27]
1-7'(¢) 1—7'(¢)

Cette expressioaxplicitede la dynamique dé(t) garantit donc que I'estimation
0(t) converge vers la valeur désirég), et que la fonctiors(¢) converge exponentiel-
lement vers zéro. La vitesse de convergence peut étreetabtime arbitrairement
rapide par le choix d'ur suffisamment grand, mais nous verrons par la suite que ce
parametre doit étre borné supérieurement afin de garargtahilité du systeme en
boucle fermée. Nous utilisons ainsi directement les dygaes der(¢) et det’(¢)
données par [3.3]-[3.4]. Il reste & démontrer que I'erréestimation suw(¢) induite
par la méthode proposée a les mémes propriétés de convergasigt), pour le type

de fonctions considéré. Ceci est établi avec le lemme suivan

LEMME 3.2.— Soitz(t) € X C R la solution de I'équation implicite:(¢t) = f(x(t))
avecf(z(t)) une fonction continue et dérivable stirde coefficient de Lipschifd <
1. Soitz(t) I'estimée de cette solution, calculée par résolution dyigae avec la

relation : .

{ s(t) = —os(t)

8(t) = @(t) - f(@()
ou o estune constante positive. Alors I'erreur d’estimatiét) = x(t) —&(t) satisfait
l'inégalité :
15(8)]
t)| <
()] < 24

et converge exponentiellement vers zéro.
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DEMONSTRATION.— L’erreur d’estimatior? ¢ est tout d’abord exprimée en fonction
de f et des avec:

e=flx) =5 f(@) = =5+ f(x) - f(x —¢)

Les propriétés de continuité et de dérivabilité stirde f, ainsi que le théoréme des
accroissements finis permettent ensuite d’'établir quistEexunc compris dans I'in-
tervalle[z — €, z] tel que :

f@) = fl@—e) = f(c)e

d’ou la relation :

ce qui implique :
S
€= ——7—~

1= f'(c)

L'’hypothese sur le coefficient de Lipschitpermet finalement d’établir que :

sup fl(z) =M < 1= f'(c) <1

zER
justifiant ainsi I'inégalité proposée dans le lemme. La @gence exponentielle de
€(t) est directement obtenue de I'équation dynamique défirtissan qui a pour
solutions(t) = 5(0)e~7".

REMARQUE.— Le résultat précédent montre de maniere équivalente’guedr de
poursuitee(t) = s(t) — §(t) obéit a la loi de décroissance exponentiell¢e) =
e(0)e~“t. Ceci découle directement du fait que la fonctig) est décrite par le
systeme de Cauchy présenté plus haut. Une autre approdds ar une méthode
similaire & la commande par modes glissants, peut aussitdisée pour résoudre ce
type de probléme. Nous obtiendrions ainsi une convergeada fbnctions(t) vers
zéro en temps finis mais devrions inclure une partie non iliedee a la fonction
sign(-) dans l'analyse.

Le lemme précédent peut maintenant étre appliqué au prebbemsidéré dans
cette section avec le théoréme suivant :

THEOREME3.2.—La solutiond(t) de I'équation implicitd3.16] peut étre estimée par
la variable ¢(¢) solution de I'équation dynamiqus.27] avecd(0) = do € [0, Tmaz]
et7(t) satisfaisant les conditions :

2. Les indices temporels sont omis pour plus de clarté dans la démonstlati@éveloppement
proposeé restant vrai pour tout
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P].) 0 < T(t) < Tmaz 1
P2) sup,cp+ 7(t) = v < L.

L'erreur induite par cette approximation converge expdrelement vers zéro et est
bornée de la maniéere suivante :

_ 160 = 7(80)le=""

le(t)] = 16(t) —d(1)] < [3.28]

1—v

ol o est une constante positive.

DEMONSTRATION.— Cette proposition découle naturellement du développeprent
posé dans cette section et des propriétés du retard comsidér permettent d’appli-
quer le lemme 3.2. En effet, le domaine d'étude considéréusurR™, de par la
définition ded [3.16] et la condition de bornitude sut(¢) (P1). La condition sur la
dérivée du retard P2) remplit la condition sur le coefficient de Lipschitz du lemme
3.2. Enfin, les variables(t) et s(¢) sont substituées par leur expression en fonction

ded(-), 8(-) etr(-).

REMARQUE.— Dans le cadre considéré ici, la valeur de la constanteit étre choisie
en accord avec la sensibilité aux bruits de mesure sur ledretaaux erreurs nu-
mériques générées par I'algorithme utilisé. Nous verr@meaitre dans la section
suivante une contrainte plus forte, liée a la stabilité ditéaye en boucle fermée.

Pour illustrer le calcul dé, considérons tout d’abord I'exemple présenté dans la
section précédente, ot(t) = z(¢). Dans ce cas, la dynamique [3.27] est évaluée
avec :

(0 = 2(0)
7(0) = (0= f(z(0),ualC))

Nous retrouvons ici la nécessité de prédire I'évolutiongerelle du retard sur
I'horizon [t, t+7,,4.) €t dOnc de connaitre I'entrée perturbatrgéd) sur cet horizon.
Un second exemple, illustrant I'application de la méthod®mpsée a un réseau TCP,
est présenté ci-dessous :

EXeEMPLE.— Nous considérons ici le modéle TCP dans le cas spécifiqleecajpacité
du routeur est constante. La définition Bgt) permet d'établir que :

q(¢)
C,

=3

+ Thes [3.29]
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Retard et horizon de prédiction
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0025} 1
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temps (s)

Figure 3.3. Etat du réseau et calcul d&t)

En dérivant I'équation précédente et en substituant lamjonze de la file d’attente
q(t) présentée dans le modéle, nous obtenons :
N(S) 2

2 1 Wi(¢)
e == ~_ C
9= | & Ri(Q)

i=1

[3.30]

ol R;({) est obtenu avec le calcul dg¢). N () est supposé connu sur I'horizon
[t, t + Tmaz], PErMettant ainsi la prédiction du modéle du retard. L'étioh tempo-
relle des variablekVi(é) etq(f) est obtenue a partir de la dynamique du modéle, en
évaluant de maniére continue ses solutions jusqu’a limgtat 7,,,... ). Les équations

[3.29]-[3.30] peuvent maintenant &tre substituées da@g[afin d'évaluep(t).

Un dernier exemple est introduit ici afin de présenter undiggipn numérique
permettant de comparer la solution exacte (g, calculée par dichotomie, avec son
estimation obtenue par résolution dynamique :

EXeMPLE.— Nous considérons ici le modéle de réseau TCP présentédamonent.

Le calcul de I'estimation de I'horizon de prédictié(‘t) s'effectue a partir des équa-
tions [3.29]-[3.30] avetﬁ(o) = 0, ce qui correspond au pire cas possible. Nous pour-
rions en effet éliminer I'effet des transitoires en calogila condition initiale avec une
méthode numérique, mais le but ici est d'illustrer la géatie la méthode dynamique
ainsi que sa simplicité d'utilisation.

La figure 3.3 permet une comparaison entre les horizons d#cfich obtenus
avec la méthode par dichotomie (solution exacte), et ceusnfe par I'approche dy-
namique, pour = 10 eto = 100. Nous pouvons apprécier grace a la figure 3.4
I'efficacité de la méthode dynamique, qui converge rapidemers la solution exacte
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pour unc suffisamment grand. Notons que le pic est dd a la perturbattervenant
sur le réseau, induisant une discontinuité dans la dérigé€tgl.

Convergence de I'erreur sur &
0.015 T T T

0.01

é—gpourcr:lo

Erreur (s)

0.005
6—3pour0: 100

0 0.1 0.2 0.3 04 05 06
temps(s)

Figure 3.4. Erreur induite par la méthode dynamique su)

3.4. Prédicteur a horizon estimé

Cette section est dédiée a la synthése d’'une loi de commadratezan estimé pour
la stabilisation du systeme commandé par réseau. Nousweegropremier lieu la for-
malisation de I'influence de I'estimation de I'horizon degiction sur le systeme en
boucle fermée. Puis nous validerons la méthode de calcalrdigiue de I’horizon pro-
posée dans la section précédente, en garantissant laétakilonentielle du systéeme
bouclé. Enfin, une loi de commande utilisant explicitementlynamique du réseau
décrite par [3.3]-[3.4] sera proposée.

3.4.1. Influence de I'estimation

L'estimation de I'horizon de prédictiofi(t) induit une nouvelle dynamique qui
influence le systéeme en boucle fermée. En effet, la commaasieetsur le prédicteur
d’état est maintenant évaluée a partir de I'estimation(dg comme présenté dans la

figure 3.5, et s'écrit :
t46(t)

u(t) = —KeMO | z(t) + et / e Y Bu(f — 7(0))db [3.31]
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ou, de maniére équivalente :
u(t) = —Ka(t + 0(t))

avecS(t) définie par sa dynamique [3.27]. En utilisant la méme transétion sur
I'espace temporel d’évolution de I'état que celle décritedébut de chapitre, I'équa-
tion dynamique considérée ést

' (t+6) = Ax(t+6)+ Bu(t)
= Axz(t+0) — BKx(t + ) [3.32]

>>| Systéme Linéaire

r(t) > @)

A \l,

Prédicteur d'Etat
u(t) X(t)

Figure 3.5. Commande a partir de I'estimation dét)

Aprés addition et soustraction du terBd<z(t + ¢) a droite de I'égalité préceé-
dente, puis changement de variable, nous obtenons le systém

%o 1 2'(¢) = (A - BK)x(¢) + BK(2(¢) — 2(C — ¢))

olle(t) = 6(t) — 6(¢) a les propriétés décrites par le théoréme 3@ 8t=t + 4(t).
Le systeme précédent peut se réécrire, par équivalentenatitjue en utilisant la
formule de Leibniz-Newton :
0
2(¢) = (A~ BK)x(¢) + BK [ 2'(C+0)df

—€

L'expression [3.32] est ensuite substituée dans I'intiégoaur obtenir le systeme
transformé :
0 —€
1 2'(C) = (A— BK)a(C) + BKA | 2(C+6)do — (BK)? / (¢ + 6)db

—€ —2¢

3. La dépendance temporelle dig) et ded () est omise ici pour plus de clarté.
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Notons que la stabilité d&; implique celle deX, mais que l'inverse n'est pas
vrai (principe de comparaison), du fait de la prolongaties donditions initiales sur
I'espace tempordb(0) — 2¢, §(0) — €. La stabilité du systéme transformé est garantie
par le lemme suivant, qui est une application des résulaf{®tC 98] au probleme
considéré.

LEMME 3.3.— Soit le systeme décrit par I'évolution dynamique :

0 —€

2(C) = Aun(()+ BEA | 2(C +0)d0 — (BK)? / (¢ + 0)do

—e€ —2e

z(0) = ¢(0), 0 € [to — 251t1p e(t), tol, (to, ¢) € RT x C¥

n, —2sup, €(t)

avec((t) =t + 4(t). Si les conditions suivantes sont vérifiées :
1) A, estune matrice de Hurwitz ;
i1) €(t) satisfait[3.28] avec :

N | —

0<éy = Supé(t) <
t

alors la trajectoirex(¢(t)) est asymptotiquement stable.

DEMONSTRATION.— Soit la fonction de Lyapunov-Krasovskii établie paiyr:

w7
e [/ ) Sx(p )d,u] de

Va(2(C))

—e ¢
= / / ()T Sz (w)du| do
L—2én J oc | Jeyo

Va(2(C))

V(z(() = (C)TPJ?
V1($(C))

avecP et.S des matrices symétriques définies positives, et :

1 -2
O<a< M [3.33]
€M
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La dérivée dé/ le long des solutions dE; est obtenue par sommation pondérée des
éléments :

dVlEZ(O) = 2(O)T[PAy + AL PI2(C) +2x(C)TPBKA/O (¢ +0)d
—22(0)" P(BK)? / o(C+ 00
—2e
0
d"?é"z@) < ex(d)S1(0) — (1—éM)[€x(§+9)TSx(<+9)d9
d‘@;"é@ < ew(0)TSz(0) - (1 - 2) [ ;x(c +6)"Sx( + 6)do

0
+ éM/ (¢ +0)TSz(¢ +6)do
ou nous avons utilisé la relation :
d b(t) pt o
dtl/a@ t+9f<“>d“d9] = (b-a)f(t) - (1+) / F(t+0)do
0
+b-a) [ s+ )i

Aprés réorganisation des termes semblables, la dérivdé(des’écrit :

dV(z(¢))
d¢

= (o) [PAC1+A3;P+< L« )es}x@)

1—€éy  1—2€éy

+ /O [22(¢)" PBK Az (¢ + 0) — 2({ + 0)"'Sz(¢ + 0)

—€

aéM

2(C+0)TSz(C+ 0)} do

1—2ép

[ [2nQT PBEC ) an(c 4 0)7 2+ 0)] a9

—2e¢

Cette fonction peut étre bornée en utilisant la relation dnplément des carrés de
type :

T T a1 T
utv <wu' S u+ v Siv



Approche prédictive 107

pouri = 1, 2. Nous obtenons ainsi I'inégalité :

CZVS;(C)) < z(OT [PAg + AT P+ a1 S| z(¢)
0
+ / as2(Q)' PBKAS™ (PBK A)"x(¢)do
1 T 2¢-1 2\T
+/ ~2(¢O)TP(BK)*S~Y(P(BK)*)Tx(¢)d#
—2¢ &
< 2(Q)" [PAq + ALP + €a1 S + eaxPBKAS™ ' (PBK A)"
+eéP(BK)QS_1(P(BK)2)T [3.34]
avec .
ag = 1—|—a(1—éM) . 1—261»1 [335]

. . b a = —.
I—ean)1—2éy) 2 1-(2+a)én
des constantes positives. En introduisant les matrices :

1
R = a;S+ayPBKAS ' (PBKA)" + —P(BK)?>S™'(P(BK)*”
«

Q

—(PAq + ALP)

qui sont définies positives par construction et par I'hygsti ), respectivement, I'in-
égalité précédente s'écrit :

dv(z(¢))

i S —2(¢)" Qu(¢) + ex(¢)" Ra(¢)

< (@) + lelAar (B)) ()1

La convergence de la fonctieit) nous assure qu'il existe un tempstel que :

An(Q)
Am(R)

le(t)] <

pour toutt > ¢., et donc que la fonction de Lyapunov-Krasovskii converge paut
z(¢) € {=(¢(t)) : t > t.}. Ceci permet de conclure qu&, est asymptotiquement
stable (voir [KHA 96] pour plus de précision concernant lalsilité).

REMARQUE.— Bien que la méthode utilisée pour établir le lemme préadaeisse
sembler conservative, notamment au niveau des bornes émpasir la variation de
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I'erreur, elle reste appropriée pour soutenir le proposeatecsection. En effet, ces
bornes sont déterminées par un choix approprié de la caastagui doit étre choisie
telle que :

1—v

U< -~ A
2|(50 - 7'((50)‘

L'influence de I'estimation dynamique de I'horizon de peidin peut étre étu-
diée de maniére plus précise en déterminant & quel instanteur d’estimatiore(t)
est suffisamment petite pour que les trajectoires du systeigent une décroissance
exponentielle. Ceci est réalisé dans le corollaire supntspécifie cette erreur maxi-
male et dont le résultat pourra étre utilisé pour déternimeFmps associé.

COROLLAIRE 3.2.— Si les conditions du lemme 3.3 sont satisfaites, si I'horide
prédiction vérifie les propriétés :

i) 0<d(t) <dp < 00

i) —1 < §(t) < oo;
et sie(t) esttel que :

1) il existe des matriceB et.S définies positives ;

2) la LMI suivante est vérifiée :

PAy+ ALP+ea1S ePBKA eP(BK)?

(*) —eiS 0 <0 [3.36]
ag
(%) (%) —eaS

ou (x) représente le bloc obtenu par symétrieagt as, o sont définis paf3.33]-
[3.35]; alors les trajectoires du systeme en boucle ferrf#g]-[3.31], avec I'hori-
zon de prédiction estimé p§8.27], convergent exponentiellement vers zéro pour tout

¢(t) = ¢(0).

DEMONSTRATION.— L'application du complément de Schur sur l'inégal[t&34]
permet d’établir que la dérivée de la fonction de Lyapunaagdvshii est négative
si e est tel que la LMI[3.36] soit vérifiée. Ceci reste vrai pour I'évolution temporelle
I'état z:(¢(t)) (en fonction de), sous les hypothéséset i), en notant qué/ (t) =
(14 8(t))V’(¢) et en utilisant des arguments similaires & ceux présentés t
démonstration du lemme 3.1 et le corollaire 3.1.
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REMARQUE.— La LMI [3.36] peut s’écrire sous la forme du probléme devalpropre
généralisée :

a1S PBKA P(BK)?

1 | [ PAa+ALP 0 0
() -5 0 <- = (%) 0 0 [3.37]
6 () -as L & _®e

A(z) —B(x)

avecC(z) = diag (P,S) > 0, ou A(x), B(z) et C(x) sont des fonctions affine
de z, le vecteur des variables de décision constitué a parti? é¢.S. Ce probléme
s’exprime sous sa forme générale :

minimiser A, tel queAB(z) — A(z) > 0, B(z) > 0,C(z) >0

Notons ici que la matricé3(z) de l'inégalité [3.37] est semi-définie positive. Il
convient donc de reformuler ce probléme afin qu'il soit biesé Pour cela, nous
introduisons la matrice auxiliair€ > 0, ce qui permet d'écrire le probleme d’opti-
misation final :

min -, sous les contraintes :

P>0,5>0,Y>0
a1S—Y PBKA P(BK)?
1
(%) -—8 0 <0
a2
(%) (*) —aS
0< —PA, - ALP

Y < l(fPAcl — AL P)
€

La formulation obtenue dans la précédente remarque periéatlder I'erreur
d’estimation de I'horizon qui garantit la convergence exgttielle de I'état. Ce résul-
tat, associé a celui présenté dans le théoreme 3.2 et awté@@tques intrinséques
du systéme considéré (dynamique de I'état et du retardjjusba une estimation du
tempst,. a partir dugquel le systéme va converger. Cet instant esholgeice a la

relation :
1 1-—
to=—=In| — 2 e(t)
o |60 — 7(do)]
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Nous pouvons donc en déduire que I'étdt) converge exponentiellement vers
zéro pour tout > ¢. + 0(t.). Cette démarche est illustrée par I'exemple suivant :

EXEMPLE.— Soit le pendule inversé en forme de “T” ayant pour dynamiqu

o 1 0 0 0

. ~18,78 0 14,82 0 7,52

i) = R E O o |ult=T()
56,92 0 —15,18 0 —8,82

Le gain de command& est choisi pour placer les pbles de la matritg en
[—8 + 0,5i; —8 — 0, 5¢; —16; —32]. La valeur def), est fixée 8,36 eta = 0,9 x

1—2¢ N S L -
LT 0,7. Le probléme d’optimisation exprimé dans la remarque mtécte

€M
est résolu en prenant les conditions initiales :
-So=1;
— Py > 0 solution dePy Ao + AL, Py < 0;
—€y = M avec(Q) et Ry définis comme dans la démonstration précé-
A (Ro)
dente;

. 1
— Y, > 0 solution dea; Sy — Yy < 0 etdeYy < ——(PyAqy + AL Py) .
€0

Nous obtenons ainsi une erreur d’estimation admissiblegas ou :

dv(z(¢))
d¢

dee = 2,3 ms. Notons ici que I'utilisation de conditions initialés, Py, Y, eteg per-
met une légere amélioration de la solution trouvéaugmente d’environ, 5 %), du
fait de la méthode numérique utilisée. Lamplitude des thohs peut étre contrainte
en modifiant le rayon de faisabilité ou en introduisant dedd 8k type :

<0

[i }I,]>0 & P>0,Y >0, \pin(PY) > 1

mais ceci n'influence pas la solution optimale.

En considérant le retard induit par le réseau TCP, de vaié@iale 7(0) = 8,96 ms
et de dérivée maximale = 0,617, I'instant de convergence est déterminé par
233,4ms et I'étatz(¢) suit une décroissance exponentielle pous ¢. + §(t.) =
245,8 ms, pour une vitesse de convergence de I'approximation détéerparc =



Approche prédictive 111

10. Le dernier calcul est effectué en utilisant la dichotormoeimpévaluers(t.), étant
donné la faible vitesse de convergence choisie.

REMARQUE.— La variation maximale admissible de I'erreiy; est donnée par le

degré de fiabilité du réseau ou peut étre ajustée par lati#lis du réseau si une file de
stockage est mise en place en entrée du récepteur (ubifisdiprotocole de transfert
a ce niveau pour les nécessités de la commande).

3.4.2. Formulation finale

Nous avons pu voir au cours de ce chapitre comment I'effatdedu réseau peut
étre compensé avec un prédicteur d’'état a horizon tempantaRlusieurs méthodes
ont été proposées pour calculer cet horizon, de maniergutabu dynamique. La
méthode dynamique étant la plus efficace, au niveau du tempsaldul, c’est celle
gue nous avons retenue pour la suite du travail. Une anatysghbdistesse du systéme
bouclé vis-a-vis de I'erreur d’estimation nous a permigab¥ér la stabilité de I'état, et
notamment que la convergence exponentielle de I'errestidiation induit la stabilité
exponentielle de I'état. La derniére étape, décrite datie section, vise a décrire la
loi de commande comme une fonctierplicitedu retard et a montrer que la stabilité
est assurée pour un retard vérifiant [3.5]-[3.6]. Ceci egilépar le théoréme suivant :

THEOREME 3.3.— Soit le systéeme :
&(t) = Az(t) + Bu(t — 7(¢))

ou la paire(A, B) estcommandable. En supposant que la dynamique du retaritedéc
par [3.3]-[3.4] est telle que les conditions suivantes sont satisfaites ootz :

Al) 7(t) € C(R™, [0, Trmaz)) ;

A2) 7(t) < 1;

A3) 0 < épp =sup, €(t) < 3;

alors la loi de commande par retour d’état :
t+6(¢)

z(t) + et / e 4% Bu(f — 7(9))619]

ey = —a, (dT(O> 5+ @, (dT@w(o)

u(t)y = —KeM®

d¢ d¢
dr dh
CTQ(O = d*C(Z(C),Ud(C))
dz

—=(Q) = [f(2(0),ua(C)), 2(0) = 20
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avec( = ((t) = 1+ 4(t), o une constante positivé(0) = §y € [0, Tynaz), €t :

®y(dr(¢)/d¢) = W
®o(d7(¢)/d¢, 7(C)) dTl(Cj/jf(zr)/J;é -

assure gque le systéme en boucle fermée est borné, et quietadiee dex(¢) converge
exponentiellement vers zéro.

DEMONSTRATION.— Ce théoréme est la suite logique du développement effeatué a
cours de ce chapitre. En effet, les hypoth&sék) et (A2) permettent :

— de garantir la convergence exponentielle de I'erreur tifeation du fait que les
conditions du théoréme 3.2 sont vérifiées;

— d’avoir les conditions nécessaires au corollaire 3.2 sudynamique de I'hori-
zon de prédiction(¢), par application de la proposition 3.2.

Le fait que la pairg( 4, B) soit commandable permet de garantir qu'’il existe un gain
K tel que A — BK soit une matrice de Hurwitz. Nous pouvons donc appliquer le
lemme 3.3 ainsi que le corollaire 3.2, en notant que le fa@vdir la garantie d’'une
trajectoire bornée (résultat du lemme) avant l'instant deergence exponentielle
nous assure qu'il existe un fonction exponentielle déserite bornant supérieure-
ment la valeur absolue de la trajectoire tout au long de savluion (pourt € R).

REMARQUE.— Cette loi de commande nécessite de garder en mémoireglesusi
de commande émis durant l'intervalle tempaltel- 7.,...,t]. De plus, le calcul de
I'horizon de prédiction implique une connaissance du cetar l'intervalle[t, ¢ +
Tmaz). Cette derniére hypothése est la plus restrictive ; ell¢ @iee satisfaite :

— pour les systémes périodiques, grace a la connaissangeldisuaivant ;

— pour les systéemes entierement déterministes, en utilisgprédicteur d'état sur
le retard (éventuellement non linéaire) ;

— de maniére plus générale, en combinant un observateur @édicteur sur le
retard.

Notons que I'algorithme d’émission peut étre utilisé a ageau pour rendre un
réseau apériodique complétement déterministe. En effppasons qu’une source
émette un signal, de taille négligeable, informant de steniion d’utiliser le réseau
et attende durant un temps,,, avant d’émettre. Le nombre de sources prévoyant
d'utiliser le réseau est ainsi connu en avance et un modslgr¢ocoles d’émission
et de la file d’attente peut étre utilisé afin de prédire I'étioin du retard de maniére
précise.
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L'utilisation du prédicteur d'état a horizon variable p@empenser le retard temps
variant conduit a un contréleur discretlimension variableNous estimons la partie
intégrale de la loi de commande en utilisant la méthode d#tamglesbackward en
choisissant un pas d’intégration fixe et égal a la périodehdigtillonnageTs. Il en
résulte que le nombre de pas = n(tx) nécessaires pour estimer l'intégrale a un
instant donné = ¢;, dépend déj, = (¢, et est défini pan;, = 6 /T%. Ceci conduit
a I'approximation suivante du terme intégral :

th+8(tr)
I, = I(ty) = et / e A Bu( — 7(0))db
ty
nE—1 .
. ) k+1)
~ T. ZATSB . P — T(
A ; e u(k +1 T )

ou le retard est supposé étre un multiple de la période digitloanage. Cette hypo-
thése n'est pas trop restrictive si la période d’échamtilige est suffisamment petite
par rapport au retard, afin que la partie fractionnelle + ) /T puisse étre négligée
dans I'approximation de l'intégrale.

La partie prédictive de la loi de commande proposée dan®leéme précédant
peut maintenant étre exprimée de maniére discréte :

U = —KeAék’ (xk + Ik) [338]

Le terme d’exponentielle de matrice peut étre calculé deiénarapprochée en
utilisant la méthode de Krylov [SID 98] ou de fagon exacte lpanéthode des com-
posantes de matrices [BOR 92].

EXEMPLE.— Nous considérons ici la stabilisation a distance du plenduersé ayant
comme condition initiale :
z(0)=[1 0 0,5 0]*

Le réseau a les propriétés décrites précédemment et iedwtdrdr (¢) présenté
en haut de la figure 3.6. L'évolution temporelle de I'errelgstimation de I'horizon
de prédiction induite par I'utilisation de I'approche dymigue pour le calcul dé(t)
est aussi présenté. Une premiere courbe, ngtég montre I'erreur d’estimation cal-
culée a partir de la différence entfé) et 5(t) obtenu par dichotomie. La seconde,
notéee.;, est la borne supérieure obtenue avec le théoreme 3.2. Lparaison de
ces deux courbes permet d'évaluer le conservatisme induicg théoréme, qui est
assez important initialement puis se réduit. Laugmeotatu retard (et de I'erreur
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Retard et erreur d’estimation de I'horizon
0.03 T T T T T

0.025

o
Q
]

0.015[

Retard et erreur (s)
o
2

0.005 -

Réponse du systéeme

a(t)

Etat x(t)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
temps (s)

Figure 3.6. Réponse du systéme a une condition initiale non nulle

d’estimation) induite par I'’émission de la source perttniba reste cependant dans
les bornes prévues par le théoréme. Les conditions irstisle la commande sont
considérées comme nulles, avec :

w(@) =0 VO € [—Tmaz, 0]

et une période d'échantillonnage utilisée pour I'estioratie la partie intégrale de la
commande dé ms. Le systéme est simulé de maniére continue. Le bas de la figure
3.6 montre la stabilisation du pendule inversé en T, aveolidion de deux états le
caractérisant (position de la barre en translation et aifgla barre verticale). Notons

ici le temps de latence induit par le retard (d’'une centamendlisecondes), temps
pendant lequel I'état diverge du fait des conditions iteanon nulles et de son in-
stabilité. Puis le signal de commande atteint le systénwyisant des trajectoires
inverses a celles de la stabilisation du fait de la natureeshdple, qui est a non mi-
nimum de phase. Une fois cet effet passé, les trajectoiratabdisent de maniére
exponentielle.

Notons que l'effet du retard n'apparait pas de maniére ex@lsur I'évolution
du systeme, une fois la période de latence passée, du fait ¢ de commande
choisie. En effet, la prédiction permet d’enlever le retdgda boucle. Cette simulation
illustre I'efficacité théorique de la loi de commande pramslans le théoreme 3.3
pour stabiliser un systéme ayant des conditions initiabesrulles.
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3.5. Comparaison avec les méthodes de commande classiques

Le but de cette section est de fournir quelques élémentfignst’utilisation d’'un
prédicteur a horizon variable plutét qu’un simple retouétdt, un prédicteur a horizon
fixe ou une stratégie de tampon. Ces éléments sont d'ordtgagifi@t sont illustrés
par un exemple.

Il est clair que l'utilisation d’un prédicteur pour compense retard ne se justifie
gue pour des applications ou les dynamiques du systéme auides par rapport a
I'amplitude du retard généré par le réseau. En effet, unlsimgour d'état de type :

u(t) = —Kx(t)

permet d'assurer la stabilité d’'un systéme linéaire pouratard suffisamment petit
par rapport aux modes propres du systéme bouclé (marge lkit&taDans le cas

d’'applications plus sensibles ol ce n’est pas le cas, la ensgtion du retard s'avere
préférable voire nécessaire. Linstabilité induite parratard fixe d’amplitude non

négligeable, tel que celui généré par des lignes de trasgEmisiomogénes ou des
temps de calcul constants, peut étre compensée avec uictprdi’'état a horizon

fixe.

Dans le cadre de la commande des systémes commandés par résesaconsi-
dérons des retards dont la valeur moyenne est assez pesaefaté/e. Ces retards
sont fortement dépendants de I'état de charge du réseaunaevarier de maniére
drastique d’'un instant a I'autre. Ce problémegigueinduit des variations de phase
difficilement compensables et justifie I'utilisation d’'unéglicteur a horizon variable.
Ceci estillustré dans I'exemple suivant :

EXEMPLE.— Soient le pendule inversé et le réseau décrits dans lespée® précé-
dents. Nous étudions la réponse du systéme pour quatreelo@amande différentes :

— retour d'état;;
— prédicteur a horizon variable ;
— prédicteur & horizon fixe, d’horizon égal au retard maximal

—la mise en ceuvre d’'une stratégie de tampon, consistanugeajonbuffer en
entrée du systéme afin de rendre le retard constant (égaledesa mnaximaler,, ),
combinée au prédicteur précédent.

Afin de comparer ces méthodes, la réponse du systeme a unigéiaoitiale
non nulle et son comportement lorsque la mesure est errbndielflanc de puissance
0,01) sont illustrés par la figure 3.7. L'évolution temporelle lengle du pendule
inversé montre que, par rapport a I'utilisation d’'un préelic a horizon variable :

— le simple retour d’état induit un dépassement et de |égis@bations lors d'une
condition initiale non nulle, et des oscillations impottslorsqu’un bruit de mesure
est ajouté;
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Réponse a une condition initiale non nulle
4 T T T T

Prédicteur a horizon variable

Retour d'état

Prédicteur a horizon fixe
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Figure 3.7. Réponse du systeme avec diverses lois de commande

— le prédicteur a horizon fixe, bien que plus approprié queotgrbleur précé-
dent, induit des oscillations et un temps de stabilisatias jmng lors d’'une condition
initiale non nulle, et est plus sensible aux bruits de mesure

— la stratégie de tampon montre une divergence initiale édueetard plus im-
portant induit par le tampon) rapidement compensée et pi&skes performances
similaires a celles du prédicteur a horizon variable (pg&tément plus faible). Ce-
pendant, des résultats expérimentaux [WIT 05] ont montréoumportement détérioré
en régime transitoire dans le cas de la poursuite de trajec@ette stratégie a I'avan-
tage d’étre plus simple & mettre en ceuvre au niveau du ceurectais introduit une
complexité au niveau du systeme. Outre la présence du tgrapp@implique en effet
soit de connaitre le retard réel au niveau du systeme powrdmenter au niveau du
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retard maximum, soit un synchronisation des horloges datoerrecteur et le sys-
téme (ce qui peut étre une problématique de recherche enrsquk I'utilisation d'un
GPS n’est pas possible). De plus, 'augmentation du tempépnse a une entrée de
commande peut s’avérer un facteur limitant pour les sysiénmiynamique rapide.

Notons que les effets précédents sont largement amplifiéisdes retards d’am-
plitude et/ou de variation plus importante.

3.6. Construction d’'un observateur d’état en vue de la commade

Dans cette partie, un observateur sera développé pourtknsysommandé par
réseau. Nous considérons que cet observateur est impleattéaacommande. Il recoit
donc des mesures retardées, et est utilisé dans la comnedirel@géme appliquée avec
un retard. Ces deux retards sont potentiellement varigblgiférents.

Le systéme est supposé satisfaire la représentation seiivan

#(t) = Axz(t)+ Bu(t —2(t)), x(0)==xg [3.39]
y(t) = Cux(t) [3.40]

otz € R” est la valeur instantanée de I'état interne du systéme R! est I'entrée
de commande; € R™ est la sortie mesurée, 4t B, C sont des matrices aux dimen-
sions appropriées;(t) est le retard de transfert d’'information du calculateusver
systeme. L'observateur-contrdleur est supposé de la feuivante :

(t) = A&(t)+ Bu(t — mo(t — 71(t)))
—L(y(t —mi(t) — C2(t — 1 (1)) [3.41]
u(t) = —K&(t+0(t)) [3.42]

ou i € R™ est la valeur instantanée de I'état de I'observateur @) le retard entre

le systéme et le calculateur. Notons que le terme de commeaidelé a l'instant

t — 1o(t — 71(t)) est utilisé ici, en supposant que les retards sont mesurgsilo
transfert d’informationwia le réseau. Seule est donc connue, dans le calculateur, la
valeurry(t — 71 (t)) (m2(t) étant le retard appliqué au systéme a linstant courant).
Lerreur d’estimation, notée(t) = z(t) — &(t), satisfait alors le systéme dynamique
suivant :

E(t+6(t) = Ae(t+5(t)) — LCe(t +6(t) — mi(t + 8(t)))
+Bu(t + 6(t) — 72 (t + 6(1))) [3.43]
—Bu(t +6(t) — m2(t + 6(t) — T (t + 5(¢))))
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En utilisant I'hypothésé(t) — m»(t + (¢)) = 0 eten notang (¢) = 6(¢) — 7 (t +
4(t)), on définit la fonction :

wu(t+0(t) = wu(t) —ult+(t) —(t+£(t)))
= u(t) —ult+r{t+d(t) — =t +£(1))) [3.44]
qui sera considérée par la suite comme une perturbatioermme tpouvant étre borné
par une constante.
Nous pouvons aussi montrer, comme pour le systeme [3.32]eqysteéme bouclé

s'écrit :

i(t+6(t) = Ax(t+6(t) — BKi(t+ (1))
(A— BK)z(t +6(t)) — BKe(t + 6(t)) + BKw,(t + 6(t))

avec .

wa(t+ 6(t)) = &(t+ 6(£)) — 2(t + 5(1)) [3.45]

En considérant I'état étendu :

. T
ze(t)=[ x(t) e(t) ]
le systeme étendu a pour dynamique :

o = [P T a0+ [ e | ee-n)
[3.46]
| B w0+ | 5w

avec¢ = t + 4(t). Cette représentation permet de déduire que, si le Haite |a loi
de commande est connu, alors nous pouvons concevoir le gdimbdervateur sur le
systeme réduit :

é(¢) = Ae(¢) — LCe(C — 1(C)) + Bwu(C) (3.47]

En revanche, méme si le principe de séparation nous gacamtita conception
séparée des gains de la loi de commande et de I'observatauneda stabilité du
systeme bouclé, le systéme [3.46] montre que la propriétiféiiuation des perturba-
tions pour le systéme bouclé dépend de I'observateur. [Eh éfpartir de [3.46], nous
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pouvons en déduire que I'état du systéeme bouclé dépend meured’estimation et
des perturbations),, etw,. En revanche, I'erreur d’estimation ne dépend que de la
perturbationw,,.

L'objectif est donc de trouver un gaib qui garantisse la stabilité du systeme
[3.46] ainsi qu’une atténuation, au seHs,, de la perturbationv,,. Notons que ce
probléme est équivalent a stabiliser un systéme a retai@bl@isur I'entrée. Dans cet
objectif, de nombreuses méthodes peuvent étre utilisées palles qui traitent de la
stabilité des systémes a retards variables sur I'état @eecriteres soit indépendant
soit dépendant du retard). Vu que nous considérons ici terslsevariables bornés, les
méthodes existantes sont en général comparées vis-a-@ardmnservatisme quant
a I'évaluation de la borne sur le retard admissible et surésék. Ainsi, parmi les
résultats récents que I'on peut trouver, citons [FRI 03, W{) dus nous sommes
appuyeés ici sur la méthodologie développée dans [WU 04] taest simple a mettre
en ceuvre et méne a des résultats peu conservatifs. Toyidaisne la méthode de
[WU 04] ne concerne que la stabilité, nous avons étendu laflation, afin d’inclure
la syntheése du gaih de I'observateur dans une formulation de tyjdg,. Le résultat
principal est alors le suivant :

THEOREME 3.4.— Considérons le systéme a retag839] et I'observateur]3.41].
Etant donné un scalaire positif, s'il existe des matrices symétriques définies posi-
tivesP = P > 0,Q = QT > 0, une matrice définie positive :

X1 X2
X = >0
[ XL Xo }

et des matrices quelconques de dimensions appropYié&set 7 satisfaisant les LMI
suivantes :

[ @11 (1)12 TmamATP PB
_ * (I)Qz 7TmazCTZT O

b = ) . B 0 <0 [3.48]

| x * * —72Iq
X1 X Y
| * * Z
avec :
By = PA+ATP+Y +YT 4+ Q+ mhaeXn1 [3.50]
Py = —ZC—-Y +TT +10.X12 [3.51]

oy = T -T"—(1-0)Q + TmaxXo2 [3.52]
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ou * désigne I'élément symétrique, alors la matrice suivante :
L=P 17z [3.53]

garantit que I'erreur d’observatiorj3.43] est stable pour tout retare (¢) tel que
T1(t) < Trmax €171(t) < v, et satisfait :

[ e(®) [l2

[ wu(t) 2~

Enfin, si I'atténuation minimale est recherchée, alors ahrdsoudre le probléme
d’optimisation suivant :

2 _ : 2
f}/min - P,Qg(l,lgT,Z Y [354]
tge<0,6>0, P>0, @>0, X>0

Reponse du systéme a une condition initiale non rnulle

4

Etat x(t)

0 0.2 0.4 06 0.8 1
temps (s)
= Réponse de | cbservateur a une condition initiale non nulle

05F

Erreur estimation e(t
]
&

0 O.IE Of4 O‘G 0?8 1I

temps (s)
Figure 3.8. Réponse du systeme de commande avec observateur a une
condition initiale non nulle

EXEMPLE.— Nous considérons ici I'exemple précédent du pendule €rg® avec
comme mesures la position de la barre en translation etl€ateyla barre verticale.
Nous cherchons a trouver le gainde I'observateur, en supposat,, = 60 ms et
v =0, 8, afin d’étre en conformité avec ce qui a été dit précédemriz@nappliquant
I'optimisation [3.54], on obtienty,,,;, = 3,3147 et :

68,5514
—50, 8868
47,4222
729, 3227

L =



Approche prédictive 121

L'observateur-contréleur est déterminé par [3.41]-[B.4%2ec le retard () décrit
précédemment dans ce chapitre et un retafd) choisi20 % plus grand quex(t).
Les conditions initiales de I'observateur sont telles §(@ = 0, 8 x z(0).

L'évolution des deux sorties et des quatre erreurs d’esiimaaractérisant le sys-
téme (position et vitesse de la barre en translation, anglesse angulaire de la barre
verticale) est présentée dans la figure 3.8. En comparanésekats avec ceux ob-
tenus par retour d’état (figure 3.6), nous pouvons conclueel’gbservateur dégrade
peu les performances du systeme bouclé, illustrant agfficcité de la méthodologie
proposée.

3.7. Conclusion

Ce chapitre nous a permis d’établir une loi de commande padote et adaptée
pour la stabilisation des systemes commandés par résetaimiéstes, dans le sens
ou un modele moyen est supposé disponible. La synthése g@regwend explicite-
ment en compte la dynamique du réseau au travers du calcliatzdn de prédic-
tion, variable dans le temps. Cette commande conduit d&bétion d’'un contrdleur a
taille variable, du fait de la variation de I'horizon d’iggéation. La robustesse de cette
méthode vis-a-vis des incertitudes induites par I'estiomatle I'horizon a aussi été
étudiée. Dans le cas ou I'état n’est pas complétement cddslennous avons proposé
un observateur, dont la synthése garantit I'atténuatienpgeturbations induites par
les retards variables.
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