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Chapitre 3

Stabilisation des systèmes commandés par
réseau : une approche prédictive

L’importance des retards en automatique, particulièrement en ce qui concerne
les systèmes commandés par réseau, est maintenant comprisecomme illustré dans
[KIM 03, ZHA 01]. Dans la plupart des études concernant la stabilisation des sys-
tèmes commandés par réseau, le retard temporel est considéré comme constant ou de
variation bornée, mais la dynamique du retard correspondant à la caractérisation du
réseau n’est pas prise en compte en général.

Ce chapitre est dédié à la stabilisation de tels systèmes, ensupposant la connais-
sance des dynamiques du protocole de transmission illustrée par unmodèle de retard.
Nous verrons comment le prédicteur d’état à horizon temps variant peut être utilisé
pour stabiliser un système commandé par réseau. Différentes méthodes de calcul de
l’horizon de prédiction seront proposées, afin d’obtenir une loi de commande utilisant
le modèle du retard de manièreexplicite. Les contributions principales de ce chapitre
sont l’analyse détaillée du système commandé par prédicteur d’état ainsi que la prise
en compte des retards lors de la modélisation et la stabilisation du système à contrôler.
La synthèse d’observateur d’état est aussi considérée. Unepartie de ces résultats a été
présentée dans [WIT 03, WIT 05, WIT 07a].

Chapitre rédigé par Emmanuel WITRANT, Didier GEORGES, Carlos CANUDAS DE WIT et
Olivier SENAME.
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3.1. Formulation du problème

Nous considérons la stabilisation à distance des systèmes linéaires commandés
par réseau, ce dernier introduisant un retard variable dansl’entrée de commande. Le
type de réseau considéré est ditsans perte, dans le sens où tout paquet perdu est ré-
émis. Cette hypothèse, nécessaire pour garantir la causalité de la loi de commande
proposée, implique un retard plus important que dans le cas d’un réseau avec pertes
mais permet une compensation explicite de celui-ci (gain deperformance), comme
nous le verrons plus loin. Notons que le phénomène de variation du retard induit par
le réseau, classiquement appelégiguedans le milieu industriel, est source d’instabilité
ou de perte de performance et que peu de solutions sont disponibles pour le résoudre.
Plus précisément, la classe de systèmes étudiée est décritepar les équations suivantes :

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t − τ(t)), x(0) = x0 [3.1]

y(t) = Cx(t) [3.2]

où x ∈ R
n est l’état interne du système,u ∈ R

l est l’entrée de commande,y ∈ R
m

est la sortie mesurée, etA, B, C sont des matrices aux dimensions appropriées. Les
paires(A,B) et (A,C) sont supposées stabilisables et détectables, respectivement,
mais aucune hypothèse n’est faite quant à la stabilité deA. Nous considérons donc
aussi le cas des systèmes instables en boucle ouverte.

Le réseau et le protocole de transfert (PT) interviennent par l’intermédiaire du
retard variable, pouvant être décrit par un modèle de type :

ż(t) = f(z(t), ud(t)), z(0) = z0 [3.3]

τ(t) = h(z(t), ud(t)) [3.4]

où la variablez(t) décrit l’état interne du réseau etτ(t) est le retard résultant. Le signal
exogèneud(t) est supposé connu et les fonctionsf(·) eth(·) connues et continûment
dérivables (de classeC1). Les équations [3.3] et [3.4] sont obtenues grâce à un modèle
du canal de transmission et décrivent la dynamique interne du retard. Par exemple,
dans le cadre d’un réseau à routeur avec PT :

– z(t) décrit l’évolution temporelle de la taille des fenêtres d’émissionWi(t) (pour
i = 1 . . . N sources connectées au réseau) et de la longueur de file d’attente du routeur
q(t) ;

– ud(t) est une entrée exogène du système composée du nombre d’utilisateursN ,
de la capacitéC de la ligne en sortie du routeur et de la probabilité de perte de paquets
p(t) ;
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– f(z(t), ud(t)) décrit la dynamique interne du réseau, déterminée par le PT (taille
des fenêtres) et par la politique de gestion de la file d’attente ;

– h(z(t), ud(t)) donne le retard résultantτ(t) du modèle complet.

Nous supposons que toutes les solutions du modèle [3.3]-[3.4] ont les propriétés
suivantes, pour toutt ≥ 0 :

τmax ≥ τ(t) ≥ 0 [3.5]

τ̇(t) ≤ ν < 1 [3.6]

oùτmax ≥ 0 est une borne supérieure sur le retardτ(t) etν > 0 est une constante arbi-
trairement proche de un. Ces deux propriétés sont des conséquences directes du choix
d’un réseau sécurisé, la seconde étant une caractéristiquede causalité [WIT 05]. Plus
précisément, le retard considéré ici est celui subi par les paquets transitant du contrô-
leur vers le système et mesuré à l’arrivée de chaque paquet. Une dérivée du retard
égale à1 signifie donc que le retard augmente proportionnellement autemps durant le
transit du paquet, et donc que celui-ci n’arrive jamais (ce qui est contradictoire avec
l’hypothèse d’un réseau sans pertes).

REMARQUE.– L’approche de commande développée dans ce chapitre est établie sur
l’hypothèse que le réseau peut être représenté par un modèledéterministe. En effet,
nous verrons par la suite que le retard doit être prédit sur unhorizon[t, t + τmax], où
τmax est le retard maximum induit par le réseau, et que les incertitudes du modèle,
ou comportement non déterministe du réseau, peuvent être prises en compte avec une
analyse de robustesse. Le choix d’un modèle basé sur une équation différentielle or-
dinaire n’a qu’une importance secondaire et est motivé par le formalisme analytique
utilisé.

Les résultats proposés peuvent aisément être étendus aux modèles de réseaux dis-
crets ou hybrides. Ainsi le prédicteur pourrait aussi être utilisé avec un modèle établi
sur les niveaux de charge du réseau, la charge pouvant être mesurée sans difficulté,
dans la mesure où l’erreur induite par le temps d’actualisation du modèle lors d’une
transition respecte les critères obtenus par l’analyse de robustesse.

3.1.1. Exemple d’application : le protocole TCP

Nous avons choisi le TCP comme exemple de réseau du fait de l’absence de perte
de paquets, malgré ses faibles performances au niveau du retard induit. Cet exemple
d’application constitue donc une étude du pire cas du point de vue de la commande
des systèmes à retard.

EXEMPLE.– Un modèle de type flux de fluide du TCP a été développé dans [MIS 00]
en utilisant des équations différentielles de Poisson pourreprésenter les phénomènes
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de congestion et les caractéristiques du protocole (l’effet du slow startn’est pas in-
clus). Ce modèle considèreN flux TCP (indexés par TCP (indexés pari = 1, ..., N )
qui transitent par un routeur de capacité de ligne de sortieC. Chaque flux est caracté-
risé par le temps d’aller-retourRi et par la taille de la fenêtre d’émission d’espérance
Wi(t). Au niveau du routeur, la dynamique de la file exprimée par la longueur de
file d’attente d’espéranceq(t) et par la longueur moyenne de file d’attente d’espé-
ranceq̄(t). Une politique de gestion active de la file telle que l’AQM (Active Queue
Management) est introduite avec la fonction de perte de paquetsp(q̄). Cette fonction
correspond à la probabilité de marquage des paquets qui seront considérés comme
perdus. Les équations dynamiques décrivant le TCP s’écrivent alors :

dWi(t)

dt
=

1

Ri(q)
−

Wi(t)Wi(t − Ri(q))

2Ri(q(t − Ri(q)))
p(q̄(t − Ri(q))) [3.7]

dq̄(t)

dt
=

ln(1 − α)

δ
q̄(t) −

ln(1 − α)

δ
q(t) [3.8]

dq(t)

dt
≈ −C +

N∑

i=1

Wi(t)

Ri(q)
[3.9]

Ri(q) =
q

C
+ Tpi [3.10]

oùTpi est le retard constant induit par la ligne de transmission,α est une constante de
pondération comprise entre0 et1, etδ est la période d’échantillonnage. La dynamique
deW exprime le fait que la taille de la fenêtre augmente de façon additive (1/Ri) en
fonctionnement normal et décroît de façon multiplicative lorsqu’un paquet est perdu
(dernier terme). La variation de la fileq(t) est simplement la différence entre le flux
entrant (somme desWi/Ri) et le flux sortant du routeur (capacité de la ligne en sortie).
Ce modèle est basé sur l’hypothèse classique que le temps mispar l’information de
perte de paquet (émise par le routeur) pour atteindre la source émettrice est assimilable
à Ri(t). Le contrôle d’un tel modèle peut choisissant une politiqueAQM appropriée
(par la définition dep(q̄), qui peut être par exemple un rejet de paquets proportionnel
à la longueur de la file à partir d’un niveau donné).

La validation de ce modèle a été effectuée en le comparant auxrésultats obtenus
grâce au simulateur de réseauns dans [MIS 00]. Ces résultats montrent que le mo-
dèle proposé est particulièrement efficace pour représenter le comportement moyen
du réseau, bien que les phénomènes transitoires apparaissent de manière légèrement
retardée.

L’exemple précédent montre comment la dynamique interne duréseau, induite
par la file d’attente du routeur, est affectée par le protocole de transfert implémenté
au niveau de l’émetteur (taille de la fenêtre) et par les caractéristiques intrinsèques
au réseau (telles que la capacité du canal de transmission, etc.). L’émetteur adapte
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la taille de la fenêtre d’émissionW (t) en fonction des ressources disponibles sur le
réseau. Le retard résultant dépend du temps de transmission, de la longueur de la file
d’attente, ainsi que du temps induit par la gestion de l’information au niveau du routeur
(adressage, etc.).
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Figure 3.1. État du réseau et calcul deδ(t)

De manière plus générale, le modèle précédent fait partie dela classe de systèmes
pouvant être représentés par une équation différentielle de type [3.3]-[3.4] avec :

z(t) = [W1(t) . . . WN (t) q(t)]T

ud(t) = {N(t), C(t), p(t)}

f(z(t), ud(t)) =

[
W1(t)

dt
. . .

dWN (t)

dt

dq(t)

dt

]T

h(z(t), ud(t)) =
1

2

[
q(t)

C(t)
+ Tpi

]

et où le retard induitτi(t) est estimé comme étant la moitié du temps d’aller-retour
(Ri/2). La dynamique de l’état̄q(t) n’apparaît pas explicitement ici du fait de la consi-
dération dep(t) comme une entrée exogène. Le modèle de réseau présenté ci-dessus
est illustré par l’exemple numérique suivant :

EXEMPLE.– Soit un réseau constitué d’un routeur et de deux flux TCP (celui utilisé
par le canal de commande et un flux perturbateur, agissant entre t = 0, 25 s et t =
0, 8 s). Les paramètres de ce réseau sont tels que le retard est obtenu à partir des
équations dynamiques [3.7]-[3.10] aveci = 1, 2, C = 300 paquets/s, Tp1 = 1ms,
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Tp2 = 1, 5ms, q(0) = 5 paquets, pi(t) = 0, 005 × q(t − Ri(t)), i = 1, 2, et
W1(0) = W2(0, 25) = 10 paquets. Le canal de communication entre la commande
et le système correspond ài = 1 et le retard induit etτ(t) = R1(t)/2. L’évolution
temporelle des états internes du réseauq(t), W1(t) et W2(t) est présentée dans la
figure 3.1. La 3.1. La première source commence à émettre àt = 0 puis la seconde,
qui intervient comme une perturbation, entre en jeux entre250 et 800ms. L’effet de
cette perturbation apparaît comme une réduction deW1(t) et une augmentation de la
file d’attente (et donc du retard). Cet exemple sera utilisé comme base de modèle de
retard dans la suite de ce chapitre.

3.2. Méthode de commande

Le problème de stabilisation d’un système à entrée retardée, où le retard varie dans
le temps, est abordé ici. Nous utilisons la commande basée sur le prédicteur d’état pour
compenser le retard [ART 82, MAN 79, NIH 89] et dont une étude détaillée est pro-
posée dans [WIT 07b]. Ce choix est motivé par l’efficacité de cette méthode dans le
cas où un modèle du réseau est disponible et par la diversité des stratégies de com-
mande classiques applicables pour le choix du gain (le prédicteur compense le retard
et le gain détermine les performances du système bouclé). Une analyse détaillée des
conditions de stabilité est proposée dans cette section, cequi permettra d’établir les
hypothèses nécessaires à la suite de ce travail.

3.2.1. Description

Définissons tout d’abord la nouvelle entréev(t) par :

v(t)
.
= u(t − τ(t))

En supposant l’existence d’une fonction bornée dépendantedu temps∞ > δ(t) ≥
0 (qui sera définie par la suite) et en remplaçant l’argument temporelt par l’argument
à coordonnée temporelle décaléet + δ(t) dans [3.1], nous obtenons :

x′(t + δ(t)) = Ax(t + δ(t)) + Bv(t + δ(t))

oùx′ est la dérivée dex par rapport à son argument. Il est intéressant de noter que, pour
les systèmes à retard temps variant, la transformation temporelle n’est pas réversible
pour un horizon de prédiction égal au retard. En effet :

v(t + δ(t)) = u(t − τ(t + δ(t)) + δ(t)) [3.11]

contrairement au cas du retard constant, oùδ = τ etv(t + δ) = u(t).
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Supposons qu’il existe une fonctionδ(t), respectant le principe de causalité, telle
qu’il est possible de calculer :

v(t + δ(t)) = −Kx(t + δ(t)) [3.12]

le système résultant en boucle fermée est alors :

x′(t + δ(t)) = (A − BK)x(t + δ(t)) = Aclx(t + δ(t)) [3.13]

oùAcl est la matrice d’état du système bouclé, pouvant être renduede Hurwitz du fait
de l’hypothèse de contrôlabilité de la paire(A,B). Néanmoins, la stabilité de l’état
x(t) ne peut être déduite directement de la stabilité deAcl du fait de l’argument en
t + δ(t) (au lieu det) et nécessite certaines contraintes surδ(t). Nous reviendrons
sur ce point après la présentation de la procédure de prédiction dev(t + δ(t)) et de
la définition constructive résultante pourδ(t). Pour résumer, deux conditions doivent
être satisfaites afin que la procédure décrite ci-dessus puisse être mise en place :

– la possibilité de prédirex(t + δ(t)) ;

– la possibilité de calculerv(t + δ(t)).

La seconde condition est satisfaite sit−τ(t+δ(t))+δ(t) = t, du fait de l’équation
[3.11]. Ceci conduit à une condition nécessaire surδ(t) qui sera utilisée par la suite.
La prédiction dex(t + δ(t)) est donc l’élément clé pour la construction de [3.12]
et pour que la relation [3.13] soit satisfaite. En substituant la solution de l’équation
différentielle [3.1] :

x(t + δ(t)) = eAδ(t)

[

x(t) + eAt

∫ t+δ(t)

t

e−AθBu(θ − τ(θ))dθ

]

dans [3.12], nous obtenons :

v(t + δ(t)) = −KeAδ(t)

[

x(t) + eAt

∫ t+δ(t)

t

e−AθBu(θ − τ(θ))dθ

]

Ensuite, la combinaison de [3.11] et de l’équation précédente permet d’écrire :

u(t − τ(t + δ(t)) + δ(t)) = −KeAδ(t)x(t)

−KeA(t+δ(t))

∫ t+δ(t)

t

e−AθBu(θ − τ(θ))dθ [3.14]

L’argument de l’intégrale implique de connaître l’information entreu(t− τ(t)) et
u(t + δ(t) − τ(t + δ(t))). La causalité dans le calcul de la loi de commande est donc
satisfaite si les conditions suivantes sont vérifiées :

∀θ ∈ [t, t + δ(t)], θ − τ(θ) ≤ t
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C’est la raison pour laquelleδ(t) est défini par :

δ(t)=̇max {δ ≥ 0 | ∀θ ∈ [t, t + δ], θ − τ(θ) ≤ t} [3.15]

L’existence d’une solution de [3.15] est obtenue par la proposition suivante :

PROPOSITION3.1.– Le problème d’optimisation[3.15] admet une solutionδ(t) pour
laquelle :

δ(t) − τ(t + δ(t)) = 0 [3.16]

DÉMONSTRATION.– Soitt un instant donné. L’ensemble admissible pour le problème
d’optimisation[3.15] est non vide car la valeurδ = 0 est une solution candidate ré-
pondant à la contraintet− τ(t) ≤ t. Ceci est dû au fait queτ(t) ≥ 0, par l’hypothèse
[3.5]. De plus, l’ensemble admissible est clairement borné parδ = supσ≥0 τ(σ). Fi-
nalement, en utilisant des arguments de continuité classiques, l’ensemble admissible
est fermé. Le problème d’optimisation[3.15] est donc de trouver la valeur maximale
d’une fonction continue (la fonction identité) sur un ensemble compact. Le fait que la
solutionδ(t) satisfasse[3.16] est une conséquence directe de cette propriété de maxi-
mum. L’existence et l’unicité de la solution sont décrites de façon plus détaillée dans
le paragraphe suivant.

A partir de la proposition précédente, il est clair queδ(t) défini par [3.15] permet
d’écrire [3.14] sous la formeexplicite suivante :

u(t) = −KeAδ(t)

[

x(t) + eAt

∫ t+δ(t)

t

e−AθBu(θ − τ(θ))dθ

]

[3.17]

puisque l’information passée deu(t) est nécessaire uniquement sur l’intervalle tem-
porel[t − τ(t), t].

REMARQUE.– Le calcul deδ(t) requiert de résoudre continûment l’équation [3.16]
pour tout instant. De plus, il est important de noter qu’une prédiction du retard est né-
cessaire. Celle-ci peut être obtenue par intégration du modèle [3.3]-[3.4] sur l’horizon
de prédiction.

Pour l’implantation de la loi de commande [3.17], il est nécessaire de garder en
mémoire l’histoire des signaux de commande passés durant unintervalle temporel
[t − τ(t), t].

3.2.2. Analyse de stabilité asymptotique

Le but est ici de montrer la stabilité de l’état à partir de sa dynamique décrite
dans l’espace temporelt + δ(t) obtenue par la procédure décrite précédemment et
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exprimée dans l’équation [3.13]. Nous utiliserons la notation x′(·) pour faire référence
à la dérivée dex(·) par rapport à son argument ; ainsi :

x′(ζ) =
d

dζ
x(ζ)

avecζ(t) = t + δ(t).

LEMME 3.1.– Soit le système décrit par :

x′(t + δ(t)) = Aclx(t + δ(t))

avect ≥ 0 et δ(0) = δ0. Si les conditions suivantes sont vérifiées :

i) toutes les valeurs propres deAcl sont dans le demi-plan ouvert gauche du plan
complexe ;

ii) 0 ≤ δ(t) ≤ δM < ∞ ;

iii) −1 < δ̇(t) < ∞ ;

alors :
lim

ζ→∞
||x(ζ)|| = lim

t→∞
||x(t + δ(t))|| = 0 [3.18]

pour toute valeur bornée dex(δ0). De plus, l’étatx(t+δ(t)) décroît exponentiellement
vers0.

DÉMONSTRATION.– Introduisons tout d’abord la fonction correspondant à l’échelle
temporelle décaléeζ(t) = t + δ(t), notéeζ pour plus de clarté. Soit la fonction de
Lyapunov :

V (t) = x(ζ)T Px(ζ) [3.19]

oùP = PT > 0. En notant que la dérivée temporelle de l’état correspond ausystème
linéaire temps variant :

d[x(ζ)]

dt
=

dx(ζ)

dζ

dζ

dt
= (1 + δ̇)Aclx(ζ)

nous obtenons, grâce à l’hypothèse(i), qu’il existe une matriceQ définie positive telle
que :

V̇ (t) = (1 + δ̇(t))x(ζ)T (PAcl + AT
clP )x(ζ)

= −(1 + δ̇(t))x(ζ)T Qx(ζ)

≤ −(1 + δ̇(t))λm(Q)||x(ζ)||2 < 0 [3.20]

où la dernière inégalité est obtenue avec l’hypothèse(iii). En utilisant les bornes :

λm(P )||x(ζ)||2 ≤ V (t) ≤ λM (P )||x(ζ)||2
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avecλm(·) et λM (·) dénotant respectivement les valeurs propres minimum et maxi-
mum de la matrice considérée, et en intégrant l’inégalité[3.20] entre 0 et t, nous
obtenons :

V (t) ≤ V (0)e−Ψ(t)

où :

Ψ(t)
.
=

λm(Q)

λM (P )

∫ t

0

(1 + δ̇(θ))dθ > 0

En utilisant à nouveau les bornes de l’équation de Lyapunov,nous pouvons en dé-
duire :

||x(ζ)||2 ≤
λm(P )

λM (P )
||x(δ0)||

2e−Ψ(t) [3.21]

Il reste à établir queΨ(t) → ∞ lorsquet → ∞. Pour cela, nous utilisons la définition
deΨ(t) pour montrer que :

Ψ(t) =
λm(Q)

λM (P )
(t + δ(t) − δ0)

oùδ(t) est positif et borné, du fait de l’hypothèse(ii). Nous pouvons donc en conclure
quet → ∞ impliqueΨ(t) → ∞. L’application de cette propriété à[3.21] permet de
conclure la démonstration.

COROLLAIRE 3.1.– Si les hypothèses du lemme 3.1 sont satisfaites, alors le système
en boucle fermée résultant de l’application de la loi de commande[3.17] au système
[3.1]-[3.2], a une solution bornée et converge exponentiellement vers0, pour tout
t ≥ 0. De manière plus générale, la stabilité du système bouclé est déduite de celle
de x(t + δ(t)) dès lors que les conditions de bornitude surδ(t) et sa dérivée sont
vérifiées.

DÉMONSTRATION.– Le système[3.1]-[3.2] est linéaire, et ses états ne peuvent diver-
ger en temps fini. Donc pour toute valeur bornée deδ0, l’état x(δ0) à cet instant est
borné. Le lemme précédent permet ensuite de conclure, si seshypothèses sont véri-
fiées, que l’état converge exponentiellement vers zéro.

Les conditions de stabilité précédentes concernant la nature deδ(t) peuvent être
exprimées en fonction de la nature du retardτ(t) avec la proposition suivante :

PROPOSITION3.2.– Les conditions sur l’horizon de prédictionδ(t) :

i) 0 ≤ δ(t) ≤ δM < ∞ ;

ii) −1 < δ̇(t) ≤ ρ < ∞ ;

sont toujours satisfaites pour les modèles de retard définispar [3.3]-[3.4] et ayant les
propriétés :
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P1) 0 ≤ τ(t) ≤ τmax ;

P2) supt∈R+ τ̇(t) = ν < 1.

DÉMONSTRATION.– L’hypothèse(i) (δ(t) bornée) est clairement satisfaite par la
définition deδ(t) et par la condition sur le retard(P1). En utilisant la propriété
τ̇(t) 6= 1 pour toutt, nous pouvons dériver[3.16] par rapport au temps et réécrire
l’hypothèse(ii) ainsi :

−1 <
τ ′(ζ)

1 − τ ′(ζ)
≤ ρ

avecρ > 0 fini. La partie gauche de cette inégalité est équivalente à−1 < 0 et est
donc toujours satisfaite (τ̇(t) ≤ 1). La partie droite de l’inégalité (dérivée deδ(t)
finie) est satisfaite par(P2). En effet, nous pouvons choisirρ tel que :

ρ = sup
t∈R+

τ̇(t)

1 − τ̇(t)

Les résultats de cette section sont maintenant résumés dansle théorème suivant :

THÉORÈME3.1.– Soit le système :

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t − τ(t))

avec(A,B) une paire commandable. En supposant que la dynamique du retard [3.3]-
[3.4] est telle que les conditions suivantes surτ(t) sont satisfaites pour toutt ≥ 0 :

A1) τmax ≥ τ(t) ≥ 0 pour une constante finieτmax ≥ 0 ;

A2) τ̇(t) < 1, ∀t ≥ t0 ;

alors la loi de commande :

u(t) = −KeAδ(t)

[

x(t) + eAt

t+δ(t)∫

t

e−AθBu(θ − τ(θ))dθ

]

[3.22]

avecδ(t) = τ(t + δ(t)) assure que le système en boucle fermée est borné, et que son
état converge exponentiellement vers zéro.

DÉMONSTRATION.– Ce théorème découle naturellement de l’approche constructive
présentée dans la section précédente et des résultats obtenus dans cette section. Plus
précisément, la causalité de la loi de commande est assurée par la définition deδ. Puis
la stabilité du système résultant est obtenue en appliquantsuccessivement le lemme,
le corollaire et la proposition présentés dans cette section.
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REMARQUE.– L’originalité de ce résultat réside plus dans la manière dont il est ob-
tenu que dans le résultat lui-même. En effet, l’effet stabilisant de la commande pré-
dictive en raisonnant sur un système réduit ainsi que la propriété de stabilité de l’état
x(t + δ(t)) ont été étudiés dans [ART 82] et [NIH 89], respectivement. Laméthode
d’analyse proposée ici est singulière dans le sens qu’elle est élaborée directement à
partir de l’état temps décalé, permettant ainsi une analysede stabilité classique et fai-
sant apparaître les conditions de causalité (propriétés dumodèle de retard admissible)
de façon explicite.

3.3. Calcul de l’horizon de prédiction

Nous nous intéressons ici à la résolution de l’équationimplicite :

δ(t) = τ(t + δ(t))

utilisée lors du calcul de la loi de commande. Cette équationimplique l’évolution
temporelle du retardτ(t) et se trouve donc directement affectée par la dynamique de
ce retard. Nous verrons tout d’abord quelles sont les conditions nécessaires et suffi-
santes pour obtenir une solution unique à ce problème. Des méthodes de résolution
exacte seront ensuite présentées, permettant dans certains cas l’obtention d’une solu-
tion explicite. Enfin, nous proposerons une approche de calcul dynamique permettant
l’utilisation explicitede la dynamique du retard, applicable à la classe de retards consi-
dérée.

3.3.1. Existence et unicité

Nous reconsidérons tout d’abord le problème d’existence d’une solution, abordé
dans le cadre de la résolution du problème optimal [3.15] avec la proposition 3.1. Ceci
nous permettra, dans un premier temps, d’établir le formalisme nécessaire à l’appli-
cation du théorème du point fixe (existence d’une solution).La version de Brouwer
de ce théorème sera ensuite utilisée pour déterminer les conditions d’unicité de la so-
lution. Ce problème est de typeδ = g(δ, t) où g(δ, t) = τ(t + δ). L’existence d’une
solution à ce problème est établie en considérant le cas spécifique où le temps est fixé
(c’est-à-direg(δ, t) = g(δ)). Le résultat obtenu est ensuite étendu au cas général en
remarquant qu’il reste vrai pour tout tempst ∈ R

+.

SoitC(Rn+, [a, b]) la classe des applications continues deR
n+ dans[a, b]. De par

la définition des retards admissiblesτ(·), continus et bornés, considérés dans le sys-
tème [3.3]-[3.4], et le fait quet ∈ R

+, nous avonsτ(t) ∈ C(R+, [0, τmax]). Ensuite,
en considérant aussi le fait queg(δ, t) est une projection deR2+ dansR+, la propriété
suivante est établie :

g(δ, t) ∈ C(R2+, [0, τmax]) [3.23]
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Finalement, le fait queδ = g(δ, t) permet de conclure que, siδ existe :

δ ∈ [0, τmax] [3.24]

L’existence d’une solution peut maintenant être établie à l’aide du théorème du
point fixe avec la proposition suivante :

PROPOSITION3.3.–Si le retardτ(t) est continu et borné, alors il existe toujours une
solutionδ(t) telle que l’équation implicite[3.16] soit vérifiée.

τmax

τmax

0 δ

g(δ)

g(θ)

θ

g = θ

Figure 3.2. Illustration du théorème du point fixe

DÉMONSTRATION.–Le théorème du point fixe [WEL 91] établit que sig est une fonc-
tion continueg(θ) ∈ [a, b] pour toutθ ∈ [a, b], alors g a un point fixe dans[a, b].
Ce théorème est appliqué au problème d’existence deδ en considérant tout d’abord
g(δ, t1), où t1 > 0 est un instant donné. Dans ce cas le théorème du point fixe, avec
les propriétés deg et δ établies par[3.23]-[3.24], assure directement qu’il existe un
point fixeδ ∈ [0, τmax]. En effet, le fait queg(θ) ∈ [0, τmax] pour toutθ ∈ [0, τmax]
implique l’intersection deg(θ) avec la droiteg(θ) = θ, comme illustré dans la fi-
gure 3.2. Le point fixeg(δ, t1) = δ(t1) est donc défini par cette intersection. Ceci
est ensuite étendu au cas général en remarquant que cette propriété reste vraie pour
tout t1 ∈ R

+. Donc nous pouvons garantir qu’il existe unδ(t) ∈ [0, τmax] tel que la
relation [3.16] soit satisfaite.

L’unicité de la solution est obtenue par application du théorème du point fixe de
Brouwer [MIL 65] et présentée dans la proposition suivante :

PROPOSITION 3.4.– Si le retardτ(t) est continu et borné, et si sa dérivée vérifie
supt∈R+ τ̇(t) < 1, alors la solutionδ(t) de l’équation implicite[3.16] existe et est
unique, pour toutt ∈ R

+.

DÉMONSTRATION.– La propriété d’unicité découle naturellement du fait que la
condition imposée suṙτ nécessite que la fonctionτ(t) ait une dérivée inférieure à
un. Plus précisément, supposons qu’il existe deux points fixesδ1 et δ2, alors :

d(δ1, δ2) = d(g(δ1), g(δ2)) ≤ Lip(g).d(δ1, δ2)
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où d(·, ·) est la distance entre deux points,g(δ) est telle que définie précédemment et
Lip(g) est la constante de Lipschitz deg. Le fait queτ̇(t) < 1 implique queLip(g) <
1, donc queδ1 = δ2.

REMARQUE.– L’inégalité stricte sur la borne supérieure de la dérivéedu retard est
nécessaire à l’unicité de l’horizon de prédictionδ(t).

3.3.2. Méthodes de calcul analytiques et numériques

Il apparaît clairement qu’un modèle complet du retard est nécessaire pour calculer
δ(t), tout du moins sur l’intervalle temporel[0, t+δ(t)]. La solution de l’équation im-
plicite définissantδ(t) peut être obtenue par différentes méthodes, selon la structure du
modèle du retard et l’information disponible. Nous considérerons ici deux méthodes
analytiques et deux numériques.

3.3.2.1. Utilisation de la fonction de Lambert

Un cas particulier où une solutionexplicitepourδ existe est donnée dans l’exemple
suivant. Supposons que le retard soit représenté par un équation différentielle scalaire
et linéaire du type :

ż(t) = az(t) + b, avec z(0) = z0

τ(t) = cz(t)

oùa, b, c etz0 sont des constantes scalaires connues. L’évolution temporelle du retard
est déterminée par l’intégration du système précédent et s’écrit :

τ(t) = c

(

z0 +
b

a

)

eat −
bc

a

L’horizon de prédictionδ est donc solution de l’équation :

δ(t) = c

(

z0 +
b

a

)

eateaδ(t) −
bc

a

cette équation devant être résolue à tout tempst. Dans ce cas, la solution explicite de
[3.16] peut être établie et résolue analytiquement en utilisant lafonction de Lambert
[COR 93]1, notéeW . Cette fonction est telle queW : xex 7→ x et peut être calculée
par un développement en série. Son utilisation est illustrée par l’exemple suivant :

1. Cette fonction fût introduite par Euler dans [EUL 79] lors de son étude del’équation trans-
cendantale de Lambert [LAM 58] :xα

−xβ = (α−β)vxα+β . Euler définit alors une fonction
dex satisfaisantwe−w = x.
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EXEMPLE.– Soit une variablex définie par l’équation transcendantalex = αeβx − γ.
Afin de pouvoir utiliser la fonction de Lambert, cette égalité est reformulée comme
suit :

xe−βx = α − γe−βx ⇔ −βxe−βx = −αβ + βγe−βx

⇔ (−βγ − βx)e−βx = −αβ ⇔ (−βγ − βx)e−βγ−βx = −αβe−βγ

Nous pouvons maintenant utiliser la transformationW : xex 7→ x, ce qui donne :

−βγ − βx = W (−αβe−βγ)

ou, de manière équivalente :

x = −
1

β

[
W (−αβe−βγ) + βγ

]

Le résultat de l’exemple précédent peut être utilisé pour lecalcul deδ(t) en rem-

plaçantα parc

(

z0 +
b

a

)

eat, β para etγ par
bc

a
. La solution finale est donc :

δ(t) = −
1

a

[

W

(

−ac

(

z0 +
b

a

)

eat−bc

)

+ bc

]

REMARQUE.– Cette méthode peut aussi être appliquée au cas multivariable ainsi que
pour les modèles dynamiques linéaires avec une entrée dépendante du temps. Son
principal défaut est la complexité introduite par le calculde la série associée àW ,
qui peut induire de longs temps de calcul et la rendre inapplicable pour les lois de
commande synthétisées en temps réel. Si l’argumentx de la fonction de Lambert est
réel, alors pour−1/e ≤ x < 0 il y a deux valeurs réelles possibles deW (x). La
première branche satisfait l’inégalitéW (x) ≤ −1 alors que la seconde, ditebranche
principale, est caractérisée parW (x) ≥ −1. Notons que dans le cas étudié ici, ce

problème n’apparaît que sia > −
b

cz0
et ne sera pas étudié plus en détails.

3.3.2.2. Résolution implicite analytique

Pour le cas multivariable avec entrée temps variante, une expression analytique
impliquant δ(t) peut être obtenue en utilisant la prédiction du retard. Par exemple,
dans le cas simplifié oùτ(t) = z(t), l’horizon de prédiction est obtenu par :

δ(t) = τ(t + δ(t)) = τ(t) +

∫ t+δ

t

f(τ(θ), ud(θ))dθ
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La résolution de cette égalité peut être effectuée de manière numérique en effec-
tuant une approximation discrète du terme intégral. Cette méthode peut s’avérer effi-
cace, en temps de calcul, pour des retards à faible variation(moins de pas d’intégration
à calculer).

3.3.2.3. Calcul par dichotomie

La méthode de dichotomie peut être appliquée à la résolutionde [3.16] en utilisant
les valeurs numériques du retard. La dynamique du retard n’intervient pas directement
dans le calcul de l’horizon de prédiction lorsque cette approche est utilisée. La validité
de cette méthode est une conséquence directe du théorème du point fixe. Le temps de
calcul induit peut aussi être relativement long, du fait quela dichotomie doit être
appliquée à chaque période d’échantillonnage.

3.3.2.4. Méthode de la suite contractante

Nous pouvons aussi utiliser directement le fait que la fonction étudiée est positive
et de dérivée inférieure à un pour résoudreδ = g(δ). En effet, le calcul de la suite
δn+1 = g(δn) pour unδ0 au voisinage du point fixe nous permet de trouver ce der-
nier. Cet algorithme est ditméthode des approximations successiveset l’existence et
l’unicité d’une solution est une conséquence directe des propriétés de contraction.

3.3.3. Solution dynamique

La fonctionδ(t) peut aussi être calculée de manière dynamique, en utilisantdi-
rectement le modèle du retard. Nous exploitons ici le fait que l’équation différentielle
scalaireδ̇(t) = − δ + g(δ) possède un seul point fixe globalement attractif si l’appli-
cationg n’a qu’un point fixe. Il s’agit d’une version continue de l’itération discrète
δn+1 = g(δn). Cette approche a l’avantage de proposer une solution explicite, où
le retard apparaît dans l’état du contrôleur, et d’être plusperformante au niveau du
temps de calcul nécessaire à la résolution de l’équation implicite [3.16]. Nous dé-
crirons comment la dynamique deδ(t), exprimée de manière continue pour plus de
simplicité d’analyse du fait du choix d’une dynamique du retard décrite par une équa-
tion différentielle ordinaire, est définie afin de garantir une convergence asymptotique
vers la valeur nominale. Notons qu’un modèle interne du retard est nécessaire pour la
mise en œuvre de cette approche.

Définissons tout d’abord la fonction d’erreur induite par l’estimation deδ(t) par la
relation :

ŝ(t)
.
= δ̂(t) − τ(t + δ̂(t)) [3.25]

où δ̂(t) est la valeur estimée deδ(t). L’idée directrice de l’approche proposée est de
trouver une loi de variation pour̂δ(t) telle que la surfaces(t) = 0, oùs(t) correspond
à la valeur recherchée dês(t) (car correspondant à une solution exacte de l’équation
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implicite), soit rendue attractive et invariante. Le résultat d’une telle dynamique ga-
rantit la convergence exponentielle deδ̂(t) vers δ(t). Nous construisons en fait un
estimateur deδ(t) en boucle ouverte, solution du système de Cauchy :

{
ṡ(t) = 0

s(t = 0) = 0

Pour prévenir des instabilités numériques induites par cette approche, la dyna-
mique dês(t) est définie par :

˙̂s(t) + σŝ(t) = 0 [3.26]

oùσ est une constante positive pouvant être choisie arbitrairement. En dérivant [3.25]
par rapport au temps et en substituant˙̂s dans [3.26], nous obtenons :

˙̂
δ(t) − τ ′(ζ̂)(1 +

˙̂
δ(t)) + σ(δ̂(t) − τ(ζ̂)) = 0

où ζ̂(t)
.
= t+ δ̂(t) etτ ′(·) est la dérivée deτ(·) par rapport à son argument. L’équation

précédente implique que [3.26] soit satisfaite siτ ′(·) 6= 1 et si la loi de variation˙̂δ(t)
est établie avec :

˙̂
δ(t) = −

σδ̂

1 − τ ′(ζ̂)
+

τ ′(ζ̂) + στ(ζ̂)

1 − τ ′(ζ̂)
[3.27]

Cette expressionexplicitede la dynamique dêδ(t) garantit donc que l’estimation
δ̂(t) converge vers la valeur désiréeδ(t), et que la fonction̂s(t) converge exponentiel-
lement vers zéro. La vitesse de convergence peut être établie comme arbitrairement
rapide par le choix d’unσ suffisamment grand, mais nous verrons par la suite que ce
paramètre doit être borné supérieurement afin de garantir lastabilité du système en
boucle fermée. Nous utilisons ainsi directement les dynamiques deτ(ζ̂) et deτ ′(ζ̂)
données par [3.3]-[3.4]. Il reste à démontrer que l’erreur d’estimation surδ(t) induite
par la méthode proposée a les mêmes propriétés de convergence queŝ(t), pour le type
de fonctions considéré. Ceci est établi avec le lemme suivant :

LEMME 3.2.– Soitx(t) ∈ X ⊂ R la solution de l’équation implicitex(t) = f(x(t))
avecf(x(t)) une fonction continue et dérivable surX de coefficient de LipschitzM <
1. Soit x̂(t) l’estimée de cette solution, calculée par résolution dynamique avec la
relation : {

˙̂s(t) = −σŝ(t)
ŝ(t) = x̂(t) − f(x̂(t))

oùσ est une constante positive. Alors l’erreur d’estimationǫ(t)
.
= x(t)−x̂(t) satisfait

l’inégalité :

|ǫ(t)| ≤
|ŝ(t)|

1 − M

et converge exponentiellement vers zéro.
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DÉMONSTRATION.– L’erreur d’estimation2 ǫ est tout d’abord exprimée en fonction
def et deŝ avec :

ǫ = f(x) − ŝ − f(x̂) = −ŝ + f(x) − f(x − ǫ)

Les propriétés de continuité et de dérivabilité surX def , ainsi que le théorème des
accroissements finis permettent ensuite d’établir qu’il existe unc compris dans l’in-
tervalle[x − ǫ, x] tel que :

f(x) − f(x − ǫ) = f ′(c)ǫ

d’où la relation :
ǫ(1 − f ′(c)) = −ŝ

ce qui implique :

ǫ = −
ŝ

1 − f ′(c)

L’hypothèse sur le coefficient de Lipschitzf permet finalement d’établir que :

sup
x∈R

f ′(x) = M < 1 ⇒ f ′(c) < 1

justifiant ainsi l’inégalité proposée dans le lemme. La convergence exponentielle de
ǫ(t) est directement obtenue de l’équation dynamique définissant s(t), qui a pour
solutionŝ(t) = ŝ(0)e−σt.

REMARQUE.– Le résultat précédent montre de manière équivalente que l’erreur de
poursuitee(t) = s(t) − ŝ(t) obéit à la loi de décroissance exponentiellee(t) =
e(0)e−σt. Ceci découle directement du fait que la fonctions(t) est décrite par le
système de Cauchy présenté plus haut. Une autre approche, basée sur une méthode
similaire à la commande par modes glissants, peut aussi êtreutilisée pour résoudre ce
type de problème. Nous obtiendrions ainsi une convergence de la fonctionŝ(t) vers
zéro en temps finis mais devrions inclure une partie non linéaire liée à la fonction
sign(·) dans l’analyse.

Le lemme précédent peut maintenant être appliqué au problème considéré dans
cette section avec le théorème suivant :

THÉORÈME3.2.– La solutionδ(t) de l’équation implicite[3.16]peut être estimée par
la variable δ̂(t) solution de l’équation dynamique[3.27] avecδ̂(0) = δ̂0 ∈ [0, τmax]
et τ(t) satisfaisant les conditions :

2. Les indices temporels sont omis pour plus de clarté dans la démonstration, le développement
proposé restant vrai pour toutt.
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P1) 0 ≤ τ(t) ≤ τmax ;

P2) supt∈R+ τ̇(t) = ν < 1.

L’erreur induite par cette approximation converge exponentiellement vers zéro et est
bornée de la manière suivante :

|ǫ(t)| = |δ(t) − δ̂(t)| ≤
|δ̂0 − τ(δ̂0)|e

−σt

1 − ν
[3.28]

oùσ est une constante positive.

DÉMONSTRATION.– Cette proposition découle naturellement du développementpro-
posé dans cette section et des propriétés du retard considéré, qui permettent d’appli-
quer le lemme 3.2. En effet, le domaine d’étude considéré se situe surR+, de par la
définition deδ [3.16] et la condition de bornitude surτ(t) (P1). La condition sur la
dérivée du retard(P2) remplit la condition sur le coefficient de Lipschitz du lemme
3.2. Enfin, les variablesǫ(t) et s(t) sont substituées par leur expression en fonction
deδ(·), δ̂(·) et τ(·).

REMARQUE.– Dans le cadre considéré ici, la valeur de la constanteσ doit être choisie
en accord avec la sensibilité aux bruits de mesure sur le retard et aux erreurs nu-
mériques générées par l’algorithme utilisé. Nous verrons apparaître dans la section
suivante une contrainte plus forte, liée à la stabilité du système en boucle fermée.

Pour illustrer le calcul de˙̂δ, considérons tout d’abord l’exemple présenté dans la
section précédente, oùτ(t) = z(t). Dans ce cas, la dynamique [3.27] est évaluée
avec :

τ(ζ̂) = z(ζ̂)

τ ′(ζ̂) = z′(ζ̂) = f(z(ζ̂), ud(ζ̂))

Nous retrouvons ici la nécessité de prédire l’évolution temporelle du retard sur
l’horizon [t, t+τmax] et donc de connaître l’entrée perturbatriceud(θ) sur cet horizon.
Un second exemple, illustrant l’application de la méthode proposée à un réseau TCP,
est présenté ci-dessous :

EXEMPLE.– Nous considérons ici le modèle TCP dans le cas spécifique oùla capacité
du routeur est constante. La définition deRi(t) permet d’établir que :

τ(ζ̂) =
1

2

[

q(ζ̂)

Cr

+ Tpcs

]

[3.29]
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Figure 3.3. État du réseau et calcul deδ(t)

En dérivant l’équation précédente et en substituant la dynamique de la file d’attente
q̇(t) présentée dans le modèle, nous obtenons :

dτ

dζ̂
(ζ̂) =

1

2Cr





N(ζ̂)
∑

i=1

Wi(ζ̂)

Ri(ζ̂)
− Cr



 [3.30]

où Ri(ζ̂) est obtenu avec le calcul deq(ζ̂). N(ζ̂) est supposé connu sur l’horizon
[t, t + τmax], permettant ainsi la prédiction du modèle du retard. L’évolution tempo-
relle des variablesWi(ζ̂) et q(ζ̂) est obtenue à partir de la dynamique du modèle, en
évaluant de manière continue ses solutions jusqu’à l’instant (t+ τmax). Les équations
[3.29]-[3.30] peuvent maintenant être substituées dans [3.27] afin d’évalueṙδ(t).

Un dernier exemple est introduit ici afin de présenter une application numérique
permettant de comparer la solution exacte deδ(t), calculée par dichotomie, avec son
estimation obtenue par résolution dynamique :

EXEMPLE.– Nous considérons ici le modèle de réseau TCP présenté précédemment.
Le calcul de l’estimation de l’horizon de prédiction̂δ(t) s’effectue à partir des équa-
tions [3.29]-[3.30] aveĉδ(0) = 0, ce qui correspond au pire cas possible. Nous pour-
rions en effet éliminer l’effet des transitoires en calculant la condition initiale avec une
méthode numérique, mais le but ici est d’illustrer la qualité de la méthode dynamique
ainsi que sa simplicité d’utilisation.

La figure 3.3 permet une comparaison entre les horizons de prédiction obtenus
avec la méthode par dichotomie (solution exacte), et ceux fournis par l’approche dy-
namique, pourσ = 10 et σ = 100. Nous pouvons apprécier grâce à la figure 3.4
l’efficacité de la méthode dynamique, qui converge rapidement vers la solution exacte
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pour unσ suffisamment grand. Notons que le pic est dû à la perturbationintervenant
sur le réseau, induisant une discontinuité dans la dérivée de τ(t).
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^ 

Figure 3.4. Erreur induite par la méthode dynamique surδ(t)

3.4. Prédicteur à horizon estimé

Cette section est dédiée à la synthèse d’une loi de commande àhorizon estimé pour
la stabilisation du système commandé par réseau. Nous verrons en premier lieu la for-
malisation de l’influence de l’estimation de l’horizon de prédiction sur le système en
boucle fermée. Puis nous validerons la méthode de calcul dynamique de l’horizon pro-
posée dans la section précédente, en garantissant la stabilité exponentielle du système
bouclé. Enfin, une loi de commande utilisant explicitement la dynamique du réseau
décrite par [3.3]-[3.4] sera proposée.

3.4.1. Influence de l’estimation

L’estimation de l’horizon de prédiction̂δ(t) induit une nouvelle dynamique qui
influence le système en boucle fermée. En effet, la commande basée sur le prédicteur
d’état est maintenant évaluée à partir de l’estimation deδ(t), comme présenté dans la
figure 3.5, et s’écrit :

u(t) = −KeAδ̂(t)

[

x(t) + eAt

t+δ̂(t)∫

t

e−AθBu(θ − τ(θ))dθ

]

[3.31]
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ou, de manière équivalente :

u(t) = −Kx(t + δ̂(t))

avec δ̂(t) définie par sa dynamique [3.27]. En utilisant la même transformation sur
l’espace temporel d’évolution de l’état que celle décrite en début de chapitre, l’équa-
tion dynamique considérée est3 :

x′(t + δ) = Ax(t + δ) + Bu(t)

= Ax(t + δ) − BKx(t + δ̂) [3.32]

Système Linéaire

Prédicteur d'Etat
u(t) x(t)

u(t-τ)

)(ˆ tδ)(tτ

Figure 3.5. Commande à partir de l’estimation deδ(t)

Après addition et soustraction du termeBKx(t + δ) à droite de l’égalité précé-
dente, puis changement de variable, nous obtenons le système :

Σo : x′(ζ) = (A − BK)x(ζ) + BK(x(ζ) − x(ζ − ǫ))

où ǫ(t) = δ(t) − δ̂(t) a les propriétés décrites par le théorème 3.2 etζ(t) = t + δ(t).
Le système précédent peut se réécrire, par équivalence arithmétique en utilisant la
formule de Leibniz-Newton :

x′(ζ) = (A − BK)x(ζ) + BK

∫ 0

−ǫ

x′(ζ + θ)dθ

L’expression [3.32] est ensuite substituée dans l’intégrale pour obtenir le système
transformé :

Σt : x′(ζ) = (A − BK)x(ζ) + BKA

∫ 0

−ǫ

x(ζ + θ)dθ − (BK)2
∫ −ǫ

−2ǫ

x(ζ + θ)dθ

3. La dépendance temporelle deδ(t) et deδ̂(t) est omise ici pour plus de clarté.
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Notons que la stabilité deΣt implique celle deΣo mais que l’inverse n’est pas
vrai (principe de comparaison), du fait de la prolongation des conditions initiales sur
l’espace temporel[δ(0)−2ǫ, δ(0)− ǫ]. La stabilité du système transformé est garantie
par le lemme suivant, qui est une application des résultats de [NIC 98] au problème
considéré.

LEMME 3.3.– Soit le système décrit par l’évolution dynamique :

x′(ζ) = Aclx(ζ) + BKA

∫ 0

−ǫ

x(ζ + θ)dθ − (BK)2
∫ −ǫ

−2ǫ

x(ζ + θ)dθ

x(θ) = φ(θ), θ ∈ [t0 − 2 sup
t

ǫ(t), t0], (t0, φ) ∈ R
+ × Cν

n,−2 sup
t

ǫ(t)

avecζ(t) = t + δ(t). Si les conditions suivantes sont vérifiées :

i) Acl est une matrice de Hurwitz ;

ii) ǫ(t) satisfait[3.28] avec :

0 < ǫ̇M
.
= sup

t
ǫ̇(t) <

1

2

alors la trajectoirex(ζ(t)) est asymptotiquement stable.

DÉMONSTRATION.– Soit la fonction de Lyapunov-Krasovskii établie pourΣt :

V (x(ζ)) = x(ζ)T Px(ζ)
︸ ︷︷ ︸

V1(x(ζ))

+
1

1 − ǫ̇M

∫ 0

−ǫ

[
∫ ζ

ζ+θ

x(µ)T Sx(µ)dµ

]

dθ

︸ ︷︷ ︸

V2(x(ζ))

+
α

1 − 2ǫ̇M

∫ −ǫ

−2ǫ

[
∫ ζ

ζ+θ

x(µ)T Sx(µ)dµ

]

dθ

︸ ︷︷ ︸

V3(x(ζ))

avecP etS des matrices symétriques définies positives, et :

0 < α <
1 − 2ǫ̇M

ǫ̇M

[3.33]
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La dérivée deV le long des solutions deΣt est obtenue par sommation pondérée des
éléments :

dV1(x(ζ))

dζ
= x(ζ)T [PAcl + AT

clP ]x(ζ) + 2x(ζ)T PBKA

∫ 0

−ǫ

x(ζ + θ)dθ

−2x(ζ)T P (BK)2
∫ −ǫ

−2ǫ

x(ζ + θ)dθ

dV2(x(ζ))

dζ
≤ ǫx(θ)T S1x(θ) − (1 − ǫ̇M )

∫ 0

−ǫ

x(ζ + θ)T Sx(ζ + θ)dθ

dV3(x(ζ))

dζ
≤ ǫx(θ)T Sx(θ) − (1 − 2ǫ̇M )

∫ ǫ

−2ǫ

x(ζ + θ)T Sx(ζ + θ)dθ

+ ǫ̇M

∫ 0

−ǫ

x(ζ + θ)T Sx(ζ + θ)dθ

où nous avons utilisé la relation :

d

dt

[
∫ b(t)

a(t)

∫ t

t+θ

f(µ)dµdθ

]

= (b − a)f(t) − (1 + ḃ)

∫ b

a

f(t + θ)dθ

+(ḃ − ȧ)

∫ 0

a

f(t + θ)dθ

Après réorganisation des termes semblables, la dérivée deV (·) s’écrit :

dV (x(ζ))

dζ
= x(ζ)T

[

PAcl + AT
clP +

(
1

1 − ǫ̇M

+
α

1 − 2ǫ̇M

)

ǫS

]

x(ζ)

+

∫ 0

−ǫ

[
2x(ζ)T PBKAx(ζ + θ) − x(ζ + θ)T Sx(ζ + θ)

+
αǫ̇M

1 − 2ǫ̇M

x(ζ + θ)T Sx(ζ + θ)

]

dθ

+

∫ −ǫ

−2ǫ

[
−2x(ζ)T P (BK)2x(ζ + θ) − αx(ζ + θ)T Sx(ζ + θ)

]
dθ

Cette fonction peut être bornée en utilisant la relation du complément des carrés de
type :

2uT v ≤ uT S−1
i u + vT Siv
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pour i = 1, 2. Nous obtenons ainsi l’inégalité :

dV (x(ζ))

dζ
≤ x(ζ)T

[
PAcl + AT

clP + ǫa1S
]
x(ζ)

+

∫ 0

−ǫ

a2x(ζ)T PBKAS−1(PBKA)T x(ζ)dθ

+

∫ −ǫ

−2ǫ

1

α
x(ζ)T P (BK)2S−1(P (BK)2)T x(ζ)dθ

≤ x(ζ)T
[
PAcl + AT

clP + ǫa1S + ǫa2PBKAS−1(PBKA)T

+ǫ
1

α
P (BK)2S−1(P (BK)2)T

]

[3.34]

avec :

a1
.
=

1 + α(1 − ǫ̇M )

(1 − ǫ̇M )(1 − 2ǫ̇M )
, a2

.
=

1 − 2ǫ̇M

1 − (2 + α)ǫ̇M

[3.35]

des constantes positives. En introduisant les matrices :

R
.
= a1S + a2PBKAS−1(PBKA)T +

1

α
P (BK)2S−1(P (BK)2)T

Q
.
= −(PAcl + AT

clP )

qui sont définies positives par construction et par l’hypothèsei), respectivement, l’in-
égalité précédente s’écrit :

dV (x(ζ))

dζ
≤ −x(ζ)T Qx(ζ) + ǫx(ζ)T Rx(ζ)

≤ (−λm(Q) + |ǫ|λM (R))||x(ζ)||2

La convergence de la fonctionǫ(t) nous assure qu’il existe un tempstc tel que :

|ǫ(t)| <
λm(Q)

λM (R)

pour toutt > tc, et donc que la fonction de Lyapunov-Krasovskii converge pour tout
x(ζ) ∈ {x(ζ(t)) : t > tc}. Ceci permet de conclure queΣt est asymptotiquement
stable (voir [KHA 96] pour plus de précision concernant la stabilité).

REMARQUE.– Bien que la méthode utilisée pour établir le lemme précédent puisse
sembler conservative, notamment au niveau des bornes imposées sur la variation de
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l’erreur, elle reste appropriée pour soutenir le propos de cette section. En effet, ces
bornes sont déterminées par un choix approprié de la constanteσ, qui doit être choisie
telle que :

σ <
1 − ν

2|δ̂0 − τ(δ̂0)|

L’influence de l’estimation dynamique de l’horizon de prédiction peut être étu-
diée de manière plus précise en déterminant à quel instantt l’erreur d’estimationǫ(t)
est suffisamment petite pour que les trajectoires du systèmesuivent une décroissance
exponentielle. Ceci est réalisé dans le corollaire suivant, qui spécifie cette erreur maxi-
male et dont le résultat pourra être utilisé pour déterminerle temps associé.

COROLLAIRE 3.2.– Si les conditions du lemme 3.3 sont satisfaites, si l’horizon de
prédiction vérifie les propriétés :

i) 0 ≤ δ(t) ≤ δM < ∞ ;

ii) −1 < δ̇(t) < ∞ ;

et siǫ(t) est tel que :

1) il existe des matricesP etS définies positives ;

2) la LMI suivante est vérifiée :






PAcl + AT
clP + ǫ a1S ǫPBKA ǫP (BK)2

(∗) −ǫ
1

a2
S 0

(∗) (∗) −ǫ αS




 < 0 [3.36]

où (∗) représente le bloc obtenu par symétrie eta1, a2, α sont définis par[3.33]-
[3.35]; alors les trajectoires du système en boucle fermée[3.1]-[3.31], avec l’hori-
zon de prédiction estimé par[3.27], convergent exponentiellement vers zéro pour tout
ζ(t) ≥ ζ(0).

DÉMONSTRATION.– L’application du complément de Schur sur l’inégalité[3.34]
permet d’établir que la dérivée de la fonction de Lyapunov-Krasovshii est négative
si ǫ est tel que la LMI[3.36] soit vérifiée. Ceci reste vrai pour l’évolution temporelle
l’état x(ζ(t)) (en fonction det), sous les hypothèsesi) et ii), en notant queV̇ (t) =
(1 + δ̇(t))V ′(ζ) et en utilisant des arguments similaires à ceux présentés dans la
démonstration du lemme 3.1 et le corollaire 3.1.
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REMARQUE.– La LMI [3.36] peut s’écrire sous la forme du problème de valeur propre
généralisée :







a1S PBKA P (BK)2

(∗) −
1

a2
S 0

(∗) (∗) −αS







︸ ︷︷ ︸

A(x)

< −
1

ǫ
︸︷︷︸

λ





PAcl + AT
clP 0 0

(∗) 0 0
(∗) (∗) 0





︸ ︷︷ ︸

−B(x)

[3.37]

avecC(x) = diag (P, S) > 0, où A(x), B(x) et C(x) sont des fonctions affine
dex, le vecteur des variables de décision constitué à partir deP et S. Ce problème
s’exprime sous sa forme générale :

minimiserλ, tel queλB(x) − A(x) > 0, B(x) > 0, C(x) > 0

Notons ici que la matriceB(x) de l’inégalité [3.37] est semi-définie positive. Il
convient donc de reformuler ce problème afin qu’il soit bien posé. Pour cela, nous
introduisons la matrice auxiliaireY > 0, ce qui permet d’écrire le problème d’opti-
misation final :

min
P, S, Y

1

ǫ
, sous les contraintes :

P > 0, S > 0, Y > 0





a1S − Y PBKA P (BK)2

(∗) −
1

a2
S 0

(∗) (∗) −αS




 < 0

0 < −PAcl − AT
clP

Y <
1

ǫ
(−PAcl − AT

clP )

La formulation obtenue dans la précédente remarque permet d’évaluer l’erreur
d’estimation de l’horizon qui garantit la convergence exponentielle de l’état. Ce résul-
tat, associé à celui présenté dans le théorème 3.2 et aux caractéristiques intrinsèques
du système considéré (dynamique de l’état et du retard), conduit à une estimation du
tempstc à partir duquel le système va converger. Cet instant est obtenu grâce à la
relation :

tc = −
1

σ
ln

(

1 − ν

|δ̂0 − τ(δ̂0)|
ǫ(tc)

)
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Nous pouvons donc en déduire que l’étatx(t) converge exponentiellement vers
zéro pour toutt ≥ tc + δ(tc). Cette démarche est illustrée par l’exemple suivant :

EXEMPLE.– Soit le pendule inversé en forme de “T” ayant pour dynamique :

ẋ(t) =







0 1 0 0
−18, 78 0 14, 82 0

0 0 0 1
56, 92 0 −15, 18 0







x(t) +







0
7, 52

0
−8, 82







u(t − τ(t))

Le gain de commandeK est choisi pour placer les pôles de la matriceAcl en
[−8 + 0, 5i;−8 − 0, 5i;−16;−32]. La valeur deǫ̇M est fixée à0, 36 et α = 0, 9 ×
1 − 2ǫ̇M

ǫ̇M

= 0, 7. Le problème d’optimisation exprimé dans la remarque précédente

est résolu en prenant les conditions initiales :

– S0 = I ;

– P0 > 0 solution deP0Acl + AT
clP0 < 0 ;

– ǫ0 =
λm(Q0)

λM (R0)
avecQ0 et R0 définis comme dans la démonstration précé-

dente ;

– Y0 > 0 solution dea1S0 − Y0 < 0 et deY0 < −
1

ǫ0
(P0Acl + AT

clP0) .

Nous obtenons ainsi une erreur d’estimation admissible, ausens où :

dV (x(ζ))

dζ
< 0

deǫ = 2, 3ms. Notons ici que l’utilisation de conditions initialesS0, P0, Y0 etǫ0 per-
met une légère amélioration de la solution trouvée (ǫ augmente d’environ1, 5%), du
fait de la méthode numérique utilisée. L’amplitude des solutions peut être contrainte
en modifiant le rayon de faisabilité ou en introduisant des LMIs de type :

[
P I
I Y

]

> 0 ⇔ P > 0, Y > 0, λmin(PY ) > 1

mais ceci n’influence pas la solution optimale.

En considérant le retard induit par le réseau TCP, de valeur initialeτ(0) = 8, 96ms
et de dérivée maximaleν = 0, 617, l’instant de convergence est déterminé partc =
233, 4ms et l’état x(t) suit une décroissance exponentielle pourt > tc + δ(tc) =
245, 8ms, pour une vitesse de convergence de l’approximation déterminée parσ =
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10. Le dernier calcul est effectué en utilisant la dichotomie pour évaluerδ(tc), étant
donné la faible vitesse de convergence choisie.

REMARQUE.– La variation maximale admissible de l’erreurǫ̇M est donnée par le
degré de fiabilité du réseau ou peut être ajustée par l’utilisateur du réseau si une file de
stockage est mise en place en entrée du récepteur (utilisation du protocole de transfert
à ce niveau pour les nécessités de la commande).

3.4.2. Formulation finale

Nous avons pu voir au cours de ce chapitre comment l’effet retard du réseau peut
être compensé avec un prédicteur d’état à horizon temps variant. Plusieurs méthodes
ont été proposées pour calculer cet horizon, de manière statique ou dynamique. La
méthode dynamique étant la plus efficace, au niveau du temps de calcul, c’est celle
que nous avons retenue pour la suite du travail. Une analyse de robustesse du système
bouclé vis-à-vis de l’erreur d’estimation nous a permis d’établir la stabilité de l’état, et
notamment que la convergence exponentielle de l’erreur d’estimation induit la stabilité
exponentielle de l’état. La dernière étape, décrite dans cette section, vise à décrire la
loi de commande comme une fonctionexplicitedu retard et à montrer que la stabilité
est assurée pour un retard vérifiant [3.5]-[3.6]. Ceci est établi par le théorème suivant :

THÉORÈME3.3.– Soit le système :

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t − τ(t))

où la paire(A,B) est commandable. En supposant que la dynamique du retard décrite
par [3.3]-[3.4] est telle que les conditions suivantes sont satisfaites pour tout t :

A1) τ(t) ∈ C(R+, [0, τmax]) ;

A2) τ̇(t) < 1 ;

A3) 0 < ǫ̇M
.
= supt ǫ̇(t) < 1

2 ;

alors la loi de commande par retour d’état :

u(t) = −KeAδ̂(t)

[

x(t) + eAt

t+δ̂(t)∫

t

e−AθBu(θ − τ(θ))dθ

]

˙̂
δ(t) = −Φ1

(
dτ(ζ)

dζ

)

δ̂ + Φ2

(
dτ(ζ)

dζ
, τ(ζ)

)

dτ

dζ
(ζ) =

dh

dζ
(z(ζ), ud(ζ))

dz

dζ
(ζ) = f(z(ζ), ud(ζ)), z(0) = z0
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avecζ = ζ(t) = 1 + δ̂(t), σ une constante positive,δ̂(0) = δ̂0 ∈ [0, τmax], et :

Φ1(dτ(ζ)/dζ) =
σ

1 − dτ(ζ)/dζ

Φ2(dτ(ζ)/dζ, τ(ζ)) =
dτ(ζ)/dζ + στ(ζ)

1 − dτ(ζ)/dζ

assure que le système en boucle fermée est borné, et que la trajectoire dex(t) converge
exponentiellement vers zéro.

DÉMONSTRATION.– Ce théorème est la suite logique du développement effectué au
cours de ce chapitre. En effet, les hypothèses(A1) et (A2) permettent :

– de garantir la convergence exponentielle de l’erreur d’estimation du fait que les
conditions du théorème 3.2 sont vérifiées ;

– d’avoir les conditions nécessaires au corollaire 3.2 sur la dynamique de l’hori-
zon de prédictionδ(t), par application de la proposition 3.2.

Le fait que la paire(A,B) soit commandable permet de garantir qu’il existe un gain
K tel queA − BK soit une matrice de Hurwitz. Nous pouvons donc appliquer le
lemme 3.3 ainsi que le corollaire 3.2, en notant que le fait d’avoir la garantie d’une
trajectoire bornée (résultat du lemme) avant l’instant de convergence exponentielle
nous assure qu’il existe un fonction exponentielle décroissante bornant supérieure-
ment la valeur absolue de la trajectoire tout au long de son évolution (pourt ∈ R).

REMARQUE.– Cette loi de commande nécessite de garder en mémoire les signaux
de commande émis durant l’intervalle temporel[t − τmax, t]. De plus, le calcul de
l’horizon de prédiction implique une connaissance du retard sur l’intervalle [t, t +
τmax]. Cette dernière hypothèse est la plus restrictive ; elle peut être satisfaite :

– pour les systèmes périodiques, grâce à la connaissance du cycle suivant ;

– pour les systèmes entièrement déterministes, en utilisant un prédicteur d’état sur
le retard (éventuellement non linéaire) ;

– de manière plus générale, en combinant un observateur et unprédicteur sur le
retard.

Notons que l’algorithme d’émission peut être utilisé à ce niveau pour rendre un
réseau apériodique complètement déterministe. En effet, supposons qu’une source
émette un signal, de taille négligeable, informant de son intention d’utiliser le réseau
et attende durant un tempsτmax avant d’émettre. Le nombre de sources prévoyant
d’utiliser le réseau est ainsi connu en avance et un modèle des protocoles d’émission
et de la file d’attente peut être utilisé afin de prédire l’évolution du retard de manière
précise.
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L’utilisation du prédicteur d’état à horizon variable pourcompenser le retard temps
variant conduit à un contrôleur discret àdimension variable. Nous estimons la partie
intégrale de la loi de commande en utilisant la méthode des rectanglesbackward, en
choisissant un pas d’intégration fixe et égal à la période d’échantillonnageTs. Il en
résulte que le nombre de pasnk = n(tk) nécessaires pour estimer l’intégrale à un
instant donnét = tk dépend dêδk = δ̂(tk) et est défini parnk

.
= δ̂k/Ts. Ceci conduit

à l’approximation suivante du terme intégral :

Ik = I(tk)
.
= eAtk

tk+δ̂(tk)∫

tk

e−AθBu(θ − τ(θ))dθ

≈ Ts

nk−1∑

i=0

e−iATsBu(k + i −
τ(k + i)

Ts

)

où le retard est supposé être un multiple de la période d’échantillonnage. Cette hypo-
thèse n’est pas trop restrictive si la période d’échantillonnage est suffisamment petite
par rapport au retard, afin que la partie fractionnelleτ(k + i)/Ts puisse être négligée
dans l’approximation de l’intégrale.

La partie prédictive de la loi de commande proposée dans le théorème précédant
peut maintenant être exprimée de manière discrète :

uk = −KeAδk(xk + Ik) [3.38]

Le terme d’exponentielle de matrice peut être calculé de manière approchée en
utilisant la méthode de Krylov [SID 98] ou de façon exacte parla méthode des com-
posantes de matrices [BOR 92].

EXEMPLE.– Nous considérons ici la stabilisation à distance du pendule inversé ayant
comme condition initiale :

x(0) = [1 0 0, 5 0]T

Le réseau a les propriétés décrites précédemment et induit le retardτ(t) présenté
en haut de la figure 3.6. L’évolution temporelle de l’erreur d’estimation de l’horizon
de prédiction induite par l’utilisation de l’approche dynamique pour le calcul deδ(t)
est aussi présenté. Une première courbe, notéeǫmes, montre l’erreur d’estimation cal-
culée à partir de la différence entreδ̂(t) et δ(t) obtenu par dichotomie. La seconde,
notéeǫest, est la borne supérieure obtenue avec le théorème 3.2. La comparaison de
ces deux courbes permet d’évaluer le conservatisme induit par ce théorème, qui est
assez important initialement puis se réduit. L’augmentation du retard (et de l’erreur
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Figure 3.6. Réponse du système à une condition initiale non nulle

d’estimation) induite par l’émission de la source perturbatrice reste cependant dans
les bornes prévues par le théorème. Les conditions initiales sur la commande sont
considérées comme nulles, avec :

u(θ) = 0 ∀θ ∈ [−τmax, 0]

et une période d’échantillonnage utilisée pour l’estimation de la partie intégrale de la
commande de1ms. Le système est simulé de manière continue. Le bas de la figure
3.6 montre la stabilisation du pendule inversé en T, avec l’évolution de deux états le
caractérisant (position de la barre en translation et anglede la barre verticale). Notons
ici le temps de latence induit par le retard (d’une centaine de millisecondes), temps
pendant lequel l’état diverge du fait des conditions initiales non nulles et de son in-
stabilité. Puis le signal de commande atteint le système, produisant des trajectoires
inverses à celles de la stabilisation du fait de la nature du pendule, qui est à non mi-
nimum de phase. Une fois cet effet passé, les trajectoires sestabilisent de manière
exponentielle.

Notons que l’effet du retard n’apparaît pas de manière explicite sur l’évolution
du système, une fois la période de latence passée, du fait de la loi de commande
choisie. En effet, la prédiction permet d’enlever le retardde la boucle. Cette simulation
illustre l’efficacité théorique de la loi de commande proposée dans le théorème 3.3
pour stabiliser un système ayant des conditions initiales non nulles.
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3.5. Comparaison avec les méthodes de commande classiques

Le but de cette section est de fournir quelques éléments justifiant l’utilisation d’un
prédicteur à horizon variable plutôt qu’un simple retour d’état, un prédicteur à horizon
fixe ou une stratégie de tampon. Ces éléments sont d’ordre qualitatif et sont illustrés
par un exemple.

Il est clair que l’utilisation d’un prédicteur pour compenser le retard ne se justifie
que pour des applications où les dynamiques du système sont rapides par rapport à
l’amplitude du retard généré par le réseau. En effet, un simple retour d’état de type :

u(t) = −Kx(t)

permet d’assurer la stabilité d’un système linéaire pour unretard suffisamment petit
par rapport aux modes propres du système bouclé (marge de stabilité). Dans le cas
d’applications plus sensibles où ce n’est pas le cas, la compensation du retard s’avère
préférable voire nécessaire. L’instabilité induite par unretard fixe d’amplitude non
négligeable, tel que celui généré par des lignes de transmission homogènes ou des
temps de calcul constants, peut être compensée avec un prédicteur d’état à horizon
fixe.

Dans le cadre de la commande des systèmes commandés par réseau, nous consi-
dérons des retards dont la valeur moyenne est assez peu représentative. Ces retards
sont fortement dépendants de l’état de charge du réseau et peuvent varier de manière
drastique d’un instant à l’autre. Ce problème degigue induit des variations de phase
difficilement compensables et justifie l’utilisation d’un prédicteur à horizon variable.
Ceci est illustré dans l’exemple suivant :

EXEMPLE.– Soient le pendule inversé et le réseau décrits dans les exemples précé-
dents. Nous étudions la réponse du système pour quatre lois de commande différentes :

– retour d’état ;

– prédicteur à horizon variable ;

– prédicteur à horizon fixe, d’horizon égal au retard maximal;

– la mise en œuvre d’une stratégie de tampon, consistant à ajouter unbuffer en
entrée du système afin de rendre le retard constant (égal à sa valeur maximaleτmax),
combinée au prédicteur précédent.

Afin de comparer ces méthodes, la réponse du système à une condition initiale
non nulle et son comportement lorsque la mesure est erronée (bruit blanc de puissance
0, 01) sont illustrés par la figure 3.7. L’évolution temporelle del’angle du pendule
inversé montre que, par rapport à l’utilisation d’un prédicteur à horizon variable :

– le simple retour d’état induit un dépassement et de légèresoscillations lors d’une
condition initiale non nulle, et des oscillations importantes lorsqu’un bruit de mesure
est ajouté ;
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Figure 3.7. Réponse du système avec diverses lois de commande

– le prédicteur à horizon fixe, bien que plus approprié que le contrôleur précé-
dent, induit des oscillations et un temps de stabilisation plus long lors d’une condition
initiale non nulle, et est plus sensible aux bruits de mesure;

– la stratégie de tampon montre une divergence initiale (dueau retard plus im-
portant induit par le tampon) rapidement compensée et présente des performances
similaires à celles du prédicteur à horizon variable (pic légèrement plus faible). Ce-
pendant, des résultats expérimentaux [WIT 05] ont montré un comportement détérioré
en régime transitoire dans le cas de la poursuite de trajectoire. Cette stratégie a l’avan-
tage d’être plus simple à mettre en œuvre au niveau du correcteur mais introduit une
complexité au niveau du système. Outre la présence du tampon, elle implique en effet
soit de connaître le retard réel au niveau du système pour l’incrémenter au niveau du
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retard maximum, soit un synchronisation des horloges entrele correcteur et le sys-
tème (ce qui peut être une problématique de recherche en soi lorsque l’utilisation d’un
GPS n’est pas possible). De plus, l’augmentation du temps deréponse à une entrée de
commande peut s’avérer un facteur limitant pour les systèmes à dynamique rapide.

Notons que les effets précédents sont largement amplifiés pour des retards d’am-
plitude et/ou de variation plus importante.

3.6. Construction d’un observateur d’état en vue de la commande

Dans cette partie, un observateur sera développé pour le système commandé par
réseau. Nous considérons que cet observateur est implanté avec la commande. Il reçoit
donc des mesures retardées, et est utilisé dans la commande,elle-même appliquée avec
un retard. Ces deux retards sont potentiellement variableset différents.

Le système est supposé satisfaire la représentation suivante :

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t − τ2(t)), x(0) = x0 [3.39]

y(t) = Cx(t) [3.40]

où x ∈ R
n est la valeur instantanée de l’état interne du système,u ∈ R

l est l’entrée
de commande,y ∈ R

m est la sortie mesurée, etA, B, C sont des matrices aux dimen-
sions appropriées,τ2(t) est le retard de transfert d’information du calculateur vers le
système. L’observateur-contrôleur est supposé de la formesuivante :

˙̂x(t) = Ax̂(t) + Bu(t − τ2(t − τ1(t)))

−L(y(t − τ1(t)) − Cx̂(t − τ1(t))) [3.41]

u(t) = −Kx̂(t + δ̂(t)) [3.42]

où x̂ ∈ R
n est la valeur instantanée de l’état de l’observateur etτ1(t) le retard entre

le système et le calculateur. Notons que le terme de commandecalculé à l’instant
t − τ2(t − τ1(t)) est utilisé ici, en supposant que les retards sont mesurés lors du
transfert d’informationsvia le réseau. Seule est donc connue, dans le calculateur, la
valeur τ2(t − τ1(t)) (τ2(t) étant le retard appliqué au système à l’instant courant).
L’erreur d’estimation, notéee(t)

.
= x(t) − x̂(t), satisfait alors le système dynamique

suivant :

ė(t + δ(t)) = Ae(t + δ(t)) − LCe(t + δ(t) − τ1(t + δ(t)))
+Bu(t + δ(t) − τ2(t + δ(t)))
−Bu(t + δ(t) − τ2(t + δ(t) − τ1(t + δ(t))))

[3.43]
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En utilisant l’hypothèseδ(t)− τ2(t + δ(t)) = 0 et en notantξ(t)
.
= δ(t)− τ1(t +

δ(t)), on définit la fonction :

wu(t + δ(t))
.
= u(t) − u(t + δ(t) − τ2(t + ξ(t)) )

= u(t) − u(t + τ2(t + δ(t)) − τ2(t + ξ(t))) [3.44]

qui sera considérée par la suite comme une perturbation, ce terme pouvant être borné
par une constante.

Nous pouvons aussi montrer, comme pour le système [3.32], que le système bouclé
s’écrit :

ẋ(t + δ(t)) = Ax(t + δ(t)) − BKx̂(t + δ̂(t))

= (A − BK)x(t + δ(t)) − BKe(t + δ(t)) + BKwx(t + δ(t))

avec :
wx(t + δ(t))

.
= x̂(t + δ(t)) − x̂(t + δ̂(t)) [3.45]

En considérant l’état étendu :

xe(t)
.
=

[
x(t) e(t)

]T

le système étendu a pour dynamique :

ẋe(ζ) =

[
A + BK −BK

0 A

]

xe(ζ) +

[
0 0
0 −LC

]

xe(ζ − τ1(ζ))

+

[
BK
0

]

wx(ζ) +

[
0
B

]

wu(ζ)

[3.46]

avecζ = t + δ(t). Cette représentation permet de déduire que, si le gainK de la loi
de commande est connu, alors nous pouvons concevoir le gain de l’observateur sur le
système réduit :

ė(ζ) = Ae(ζ) − LCe(ζ − τ1(ζ)) + Bwu(ζ) [3.47]

En revanche, même si le principe de séparation nous garantitque la conception
séparée des gains de la loi de commande et de l’observateur assure la stabilité du
système bouclé, le système [3.46] montre que la propriété d’atténuation des perturba-
tions pour le système bouclé dépend de l’observateur. En effet, à partir de [3.46], nous
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pouvons en déduire que l’état du système bouclé dépend de l’erreur d’estimation et
des perturbationswx et wu. En revanche, l’erreur d’estimation ne dépend que de la
perturbationwu.

L’objectif est donc de trouver un gainL qui garantisse la stabilité du système
[3.46] ainsi qu’une atténuation, au sensH∞, de la perturbationwu. Notons que ce
problème est équivalent à stabiliser un système à retard variable sur l’entrée. Dans cet
objectif, de nombreuses méthodes peuvent être utilisées parmi celles qui traitent de la
stabilité des systèmes à retards variables sur l’état (avecdes critères soit indépendant
soit dépendant du retard). Vu que nous considérons ici des retards variables bornés, les
méthodes existantes sont en général comparées vis-à-vis deleur conservatisme quant
à l’évaluation de la borne sur le retard admissible et sur sa dérivée. Ainsi, parmi les
résultats récents que l’on peut trouver, citons [FRI 03, WU 04], nous nous sommes
appuyés ici sur la méthodologie développée dans [WU 04] car elle est simple à mettre
en œuvre et mène à des résultats peu conservatifs. Toutefois, comme la méthode de
[WU 04] ne concerne que la stabilité, nous avons étendu la formulation, afin d’inclure
la synthèse du gainL de l’observateur dans une formulation de typeH∞. Le résultat
principal est alors le suivant :

THÉORÈME 3.4.– Considérons le système à retard[3.39] et l’observateur[3.41].
Etant donné un scalaire positifγ , s’il existe des matrices symétriques définies posi-
tivesP = PT > 0, Q = QT > 0, une matrice définie positive :

X =

[
X11 X12

XT
12 X22

]

> 0

et des matrices quelconques de dimensions appropriéesY , T etZ satisfaisant les LMI
suivantes :

⊕ =







Φ11 Φ12 τmaxAT P PB
∗ Φ22 −τmaxCT ZT 0
∗ ∗ −τmaxP 0
∗ ∗ ∗ −γ2Iq







< 0 [3.48]

⊖ =





X11 X12 Y
∗ X22 T
∗ ∗ Z



 ≥ 0 [3.49]

avec :

Φ11 = PA + AT P + Y + Y T + Q + τmaxX11 [3.50]

Φ12 = −ZC − Y + TT + τmaxX12 [3.51]

Φ22 = −T − TT − (1 − ζ)Q + τmaxX22 [3.52]



120 Systèmes commandés en réseau

où∗ désigne l’élément symétrique, alors la matrice suivante :

L = P−1Z [3.53]

garantit que l’erreur d’observation[3.43] est stable pour tout retardτ1(t) tel que
τ1(t) ≤ τmax et τ̇1(t) ≤ ν, et satisfait :

‖ e(t) ‖2

‖ wu(t) ‖2
≤ γ

Enfin, si l’atténuation minimale est recherchée, alors on doit résoudre le problème
d’optimisation suivant :

γ2
min = min

P,Q,X,Y,T,Z
γ2 [3.54]

t.q.⊕ < 0, ⊖ ≥ 0, P > 0, Q > 0, X > 0

Figure 3.8. Réponse du système de commande avec observateur à une
condition initiale non nulle

EXEMPLE.– Nous considérons ici l’exemple précédent du pendule T inversé avec
comme mesures la position de la barre en translation et l’angle de la barre verticale.
Nous cherchons à trouver le gainL de l’observateur, en supposantτmax = 60ms et
ν = 0, 8, afin d’être en conformité avec ce qui a été dit précédemment.En appliquant
l’optimisation [3.54], on obtientγmin = 3, 3147 et :

L =







68, 5514
−50, 8868
47, 4222
729, 3227
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L’observateur-contrôleur est déterminé par [3.41]-[3.42], avec le retardτ2(t) décrit
précédemment dans ce chapitre et un retardτ1(t) choisi 20% plus grand queτ2(t).
Les conditions initiales de l’observateur sont telles quex̂(0) = 0, 8 × x(0).

L’évolution des deux sorties et des quatre erreurs d’estimation caractérisant le sys-
tème (position et vitesse de la barre en translation, angle et vitesse angulaire de la barre
verticale) est présentée dans la figure 3.8. En comparant cesrésultats avec ceux ob-
tenus par retour d’état (figure 3.6), nous pouvons conclure que l’observateur dégrade
peu les performances du système bouclé, illustrant ainsi l’efficacité de la méthodologie
proposée.

3.7. Conclusion

Ce chapitre nous a permis d’établir une loi de commande performante et adaptée
pour la stabilisation des systèmes commandés par réseaux déterministes, dans le sens
où un modèle moyen est supposé disponible. La synthèse proposée prend explicite-
ment en compte la dynamique du réseau au travers du calcul de l’horizon de prédic-
tion, variable dans le temps. Cette commande conduit à l’élaboration d’un contrôleur à
taille variable, du fait de la variation de l’horizon d’intégration. La robustesse de cette
méthode vis-à-vis des incertitudes induites par l’estimation de l’horizon a aussi été
étudiée. Dans le cas où l’état n’est pas complètement observable, nous avons proposé
un observateur, dont la synthèse garantit l’atténuation des perturbations induites par
les retards variables.
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