Schémas de Subdivision

Cédric Gérot

GIPSA-lab

28 mars 2011 a Amiens

Ecole Jeunes Chercheurs en Informatique Mathématique Schémas de Subdivision



@ Un lien algorithmique entre discret et continu

9 Un outil pour généraliser les Box-splines aux polyedres de
contréle quelconque

© Un outil pour construire de multiples résolutions
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Un lien algorithmique entre discret et continu

opérateur qui, appliqué itérativement sur un objet discret,
définit une suite d’objets discrets qui tend vers un objet continu.
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Un peu de mathématiques a propos d’'une courbe
plane [de Rham, 1947]
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Un peu de mathématiques a propos d’'une courbe
plane [de Rham, 1947]
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Un peu de mathématiques a propos d’'une courbe
plane [de Rham, 1947]

1/3 2/3 1/3 2/3

+ + +

Cette courbe n’est pas analytique
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An algorithm for high-speed curve generation
[Chaikin, 1974]
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An algorithm for high-speed curve generation
[Chaikin, 1974]

“ll s’agit d’'une B-spline quadratique !”

— Robin Forrest et Rich Riesenfeld
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fonc. déf. sur [t g, tm_g], de continuité d — 1 en chaque t; (si #)
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B-spline : base pour fonct. polynom. par morceaux

input : ensemble de nceuds + degré polynomial d
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B-spline uniforme : une Box-spline particuliére

uniforme : fi 1 — t; =1
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B-spline uniforme : une Box-spline particuliére

uniforme : fi 1 — t; =1

By Bio Beo Bso Bio Bsp

Bio(t) = Bo(t — i) 1*’

Bi1(t) = Bi(t 1)

B;o(t) = Bo(t — i)
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B-spline uniforme : une Box-spline particuliére

Si espace des parametres de dimension 1,
une Box-spline B(t|vy ... vk) est définie

@ de Rdans R
@ par k > 1 directions v; € R
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B-spline uniforme : une Box-spline particuliére

Si espace des parametres de dimension 1,
une Box-spline B(t|vy ... vk) est définie

@ deRdans R
@ par k > 1 directions v; € R
Elle est également B-spline uniforme si v; = e; et alors

1 site[v][0,1]
0 sinon

Bitv) = {

B(tler) = Bo

0'vi = &4
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B-spline uniforme : une Box-spline particuliére

Si espace des parametres de dimension 1,
une Box-spline B(t|vy ... vk) est définie

@ deRdans R
@ par k > 1 directions v; € R
Elle est également B-spline uniforme si v; = e; et alors

1 site[w][0,1
Bltjvr) = {0 sinon[1][ |
|
B(tlvy...v) = /OB(t—Tvk|v1...vk_1)dT

B(t|erer) = B;
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Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

B-spline uniforme : une Box-spline particuliére

Si espace des parametres de dimension 1,
une Box-spline B(t|vy ... vk) est définie

@ deRdans R
@ par k > 1 directions v; € R
Elle est également B-spline uniforme si v; = e; et alors

1 site[w][0,1
Bltjvr) = {0 sinon[1][ |
|
B(tlvy...v) = /OB(t—Tvk|v1...vk_1)dT

B(tleierer) = B>

0‘V1 =€ Vo =861 V3 =61

Ecole Jeunes Chercheurs en Informatique Mathématique Schémas de Subdivision



Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
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B-spline uniforme : combi. de translatés contractés

combinaison de translatés contractes : ) ; a,B(2t—/)
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B-spline uniforme : combi. de translatés contractés

combinaison de translatés contractes : ) ; a,B(2t—/)

a=1 a =1

/
d=0

0 a; =1

301:% 322%

d=1

0

la=% a=3
gc2 w0\

0
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Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

B-spline uniforme : combi. de translatés contractés

combinaison de translatés contractes : ) ; a,B(2t—/)

a=1 a =1

1
d=0 [ 1 1]
0
8171
801:% 82:%
d=1
0
1317% 32:%
goz  wnl
0

Ecole Jeunes Chercheurs en Informatique Mathématique Schémas de Subdivisi



Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque

Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

B-spline uniforme : combi. de translatés contractés

combinaison de translatés contractes : ) ; a,B(2t—/)

a=1 a =1

1

d=0 [ 1 1]
0 8171
11 _ 1

a = 3 &2 =3
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0 —_—
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0

Ecole Jeunes Chercheurs en Informatique Mathématique Schémas de Sub



Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque
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B-spline uniforme : combi. de translatés contractés

combinaison de translatés contractes : ) ; a,B(2t—/)

a=1 a =1

;
d=0 [ 1 1]

0 8171

a4 1 a =} [1 1]

d=1 [ 1 1]

0 —— w—

1317% 32:%
dg-2 !

ol
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Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

B-spline uniforme : combi. de translatés contractés

combinaison de translatés contractes : ) ; a,B(2t—/)

a=1 a =1

1
d=0 [ 1 1]
0 8171
11 _ 1
a = 3 2 =73
g1 (1 2 1]
0 —_—
1317% 32:%
goz  wnl
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Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

B-spline uniforme : combi. de translatés contractés

combinaison de translatés contractes : ) ; a,B(2t—/)

a=1 a =1

1
d=0 [ 1 1]
0 8171
SEVASEE 1
d— 1 L1 2 1]
0 —_—
1317% 32:%
gz w
0
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Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

B-spline uniforme : combi. de translatés contractés

combinaison de translatés contractes : ) ; a,B(2t—/)

a=1 a =1

1

d=0 [1 1]
0 8171
11 _ 1

aoié aZ*E 1

g1 i1 o2 1
0 _—
1317% 32:%

d—2 @i & = 012 1]
0
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Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

B-spline uniforme : combi. de translatés contractés

combinaison de translatés contractes : ) ; a,B(2t—/)

a=1 a =1

]
d=0 [ 1 1]
0 8171
1 1 _ 1
& = 3 G2 =73 1
oo rro2 1
0 — . ——
ag=3 g,=2
111 y ' 1 1 [ 1 2 1]
d=2 ‘30:4 $B =3 5[1 2 1]
0
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Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque

Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

B-spline uniforme : combi. de translatés contractés

combinaison de translatés contractes : ) ; a,B(2t—/)

a=1 a =1

1
d=0 [ 1 1]
0 8171
1 1 _ 1
aoié aZ*E 1
g1 01 o2 1]
0 —_—
1 31791 32:%
d=2 30:1 a =3 %[1 3 3 1]
0
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Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque

Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

B-spline uniforme : combi. de translatés contractés

combinaison de translatés contractes : ) ; a,B(2t—/)

a=1 a =1

1
d=0 [ 1 1]
0 8171
1 1 _ 1
aoié aZ*E 1
g1 01 o2 1]
0 —_—
1 31791 32:%
d=2 30:1 a =3 %[1 3 3 1]
0
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Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque

Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

Subdivision vers une B-spline uniforme

Doubler le nombre de nceuds pour la méme B-spline

s1(t) = o o3 c2 o

Ca

Cy
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Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque

Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

Subdivision vers une B-spline uniforme

Doubler le nombre de nceuds pour la méme B-spline

S1 (t) = C2 C3 G C3

Z/CIBO(t_I) 1 C]‘ c s
e Sl Cy
Cy
1 2 3 4 5 6
Co cs
C
1 j" Cy
1 2 3 4 5 6
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Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque

Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

Subdivision vers une B-spline uniforme

Doubler le nombre de nceuds pour la méme B-spline

si(t) = Cy cs G2 c
>iCiBo(t—1) | o o .
Bal S C.
. ¢ 4
1 2 3 4 5 6
Co cs
1 ?1" Cy
1 2 3 4 5 6
s1(t) = . b i ) o, O g
: _j 2
Zi dIBO(Zt I) 1 d B © & % S ol
. d1 d7
1 2 3 4 5 6
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Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque

Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

Subdivision vers une B-spline uniforme

Doubler le nombre de nceuds pour la méme B-spline

s1(t) = o o c2 o
>.iCiBo(t—1) | a o .
ot ... Cy
Phd ~ C1
1 2 3 4 5 6
dy = % Co + 1 Co "\di&‘_

AN

93\

+
i)

Cq +
1 2 3 4 5 6
31 (t) - dy d3 d, ds
Y- diBo(2t — i) | a> s
o o
1 2 3 4 5 6
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Un lien algorithmique entre discret et continu

Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque

Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

Subdivision vers une B-spline uniforme

Doubler le nombre de nceuds pour la méme B-spline

s1(t) =
> CiBo(t—1i)

S1(t) =
>_idiBo(2t — i)

Ecole Jeunes Chercheurs en Informatique Mathématique

Co cs
1 C], C4
2 3 4 5 6
Co 1
1 1
1 2 2
2 3 4 5 6
ds dy
0>
1
2 3 4 5 6

Schémas de Sub

Co
S1
Cy
Co a,
a-
o} [3\i
+
Cy
a3 d,
>
S1
i




Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque

Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

Implantation en subd. topologique + géométrique

1. subdivision topologique
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Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque

Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

Implantation en subd. topologique + géométrique

1. subdivision topologique d =1 :primal
@ taille masque impair : primal
insérer un nouveau sommet pour
chaque aréte
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Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque

Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

Implantation en subd. topologique + géométrique

1. subdivision topologique d =1 :primal
@ taille masque impair : primal
insérer un nouveau sommet pour
chaque aréte

@ taille masque pair : dual
corner cutting

d =2 : dual
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Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque

Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

Implantation en subd. topologique + géométrique

1. subdivision topologique d =1 :primal
@ taille masque impair : primal
insérer un nouveau sommet pour
chaque aréte

@ taille masque pair : dual
corner cutting

2. subdivision géométrique
@ appliquer le masque
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Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque

Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

Implantation en subd. topologique + géométrique

1. subdivision topologique d =1 :primal
@ taille masque impair : primal
insérer un nouveau sommet pour
chaque aréte

@ taille masque pair : dual
corner cutting

2. subdivision géométrique
@ appliquer le masque

d = 2 : Chaikin!
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Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque
Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

Recette

1. Choisir un degré polynomial da=2
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Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque
Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

Recette

1. Choisir un degré polynomial da=2

2. Construire le masque avec d + 1
fleches

FNJEN
N
w
w
-
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Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque

Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

Recette

1. Choisir un degré polynomial da=2

2. Construire le masque avec d + 1
fleches

3. Implanter en topo. + géo. selon
schéma primal/dual
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Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque

Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

Recette

1. Choisir un degré polynomial da=2

2. Construire le masque avec d + 1
fleches

3. Implanter en topo. + géo. selon
schéma primal/dual

Un schéma de subdivision qui tend vers une courbe
polynomiale par morceaux de degré d, ce continuité C?-'
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Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque
Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

@ Un lien algorithmique entre discret et continu

@ Généralisation | : autre masque
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Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque

Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

Masque d’'un schéma interpolant

Un schéma primal
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Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque

Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

Masque d’'un schéma interpolant

Un schéma primal

de masque :

[.. 0?20 7?21 720 70 ..]
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Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque

Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

Masque d’'un schéma interpolant

Un schéma primal

de masque :

.. 0 ? 0 ? 1 72 0 7 0 ..]
[ d.4 a3 dpo 4d-q dyp a& a4 as aa ]

Condition nécessaire pour convergence :

Yoiasi=1 et > a1 =1
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Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque

Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

Masque d’'un schéma interpolant

Un schéma primal

de masque :

.. 0 2?2 0 ? 41 7 0 ? 0 ..
[ d.4 a3 dpo 4d-q dyp a& a4 as aa ]

Condition nécessaire pour convergence :

Yoiasi=1 et > a1 =1
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Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque

Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

Masque d’'un schéma interpolant

Un schéma primal, le 4-point scheme [Dyn et al., 1987]

de masque :

[.. 0 —-1/16 0 9/16 1 9/16 0 —1/16 0 ..]
[. .. a4 a_s ao a4 da a4 ao as as .. ]
1

Condition nécessaire pour convergence :

Yoiasi=1 et > a1 =1

Ecole Jeunes Chercheurs en Informatique Mathématique Schémas de Subdivision



Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque

Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

Masque d’'un schéma interpolant

Un schéma primal, le 4-point scheme [Dyn et al., 1987]

de masque :

[.. 0 —-1/16 0 9/16 1 9/16 0 —1/16 0 ..]
[. .. a4 a_s ao a4 da a4 ao as as .. ]
1

Condition nécessaire pour convergence :

Yoiasi=1 et > a1 =1

Converge-t-il ? Vers quelle régularité ?
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Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque

Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

Etude de convergence : conditions suffisantes

idée générale : montrer que ||Acj|| := ||cix1 — Ci|| = O
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Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque

Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

Etude de convergence : conditions suffisantes

idée générale : montrer que ||Ac;|| == ||ciy1 —Ci|| = 0

@ polynéme de Laurent du masque : a(z) := >, a2’
@ {Ac;} suit également un schéma de subdivision de
masque
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Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque

Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

Etude de convergence : conditions suffisantes

idée générale : montrer que ||Acj|| := ||cix1 — Ci|| = O

@ polynéme de Laurent du masque : a(z) := >, a2’

@ {Ac;} suit également un schéma de subdivision de
masque

_ a(2)

14z

q(2)

Le schéma initial S; est convergeant ssi
le schéma aux différences S, est contractant.

@ ssiil existe L € N* 1q || S5/l < 1

@ En pratique : on se contente de regarder pour
L=1...50u10
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Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque

Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

Etude de convergence : conditions suffisantes

Le 4-point scheme est convergent :

1 3 2, 9 4 9 > 1 3
a(Z) = EZ + 0z +ﬁz +1+EZ+OZ EZ

_ T s 1 o 1 4 1 1 15

= (14 2)( 62 tigZ t3Z tztiEZ 162)
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Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque

Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

Etude de convergence : conditions suffisantes

Le 4-point scheme est convergent :

- 1 73 1 072 9 -1 9 7 4 022 1 3
- 1, 1,2 1 4 1 1 15
= (1+2)( 6% TigZ toZ tat iy z%)
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Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque
Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

Etude de convergence : conditions suffisantes

Le 4-point scheme est convergent :

— 1T 3 2.9 9 1 3
a(z) = ~162 +0z +ﬁz +1+ﬁz+02 ~ 167

- l -3 l -2 1 —1 1 l l 2

= (1+2)( 62 T1gZ T3Z TotiE? 162)

1Sgllc = maXZ’CIZI‘Z‘QZ/—s—”

1115
1 2 16 8
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Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque

Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

Etude de convergence : conditions suffisantes

Vers quelle régularité ?

Si a(z) = U127 b(z) et si S, est convergent
alors S, converge vers une fonction C™.
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Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque

Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

Etude de convergence : conditions suffisantes

Vers quelle régularité ?

Si a(z) = U127 b(z) et si S, est convergent
alors S, converge vers une fonction C™.

4-point scheme : C'
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Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque

Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

Etude de convergence : conditions suffisantes

Vers quelle régularité ?

Si a(z) = U127 b(z) et si S, est convergent
alors S, converge vers une fonction C™.

4-point scheme : C'
B-spline de degré d :
(1 +Z)d+1 (1 —I—Z)d_1 (1 —|—Z)2

AZ)="%q = a1 2
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Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque

Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

Etude de convergence : conditions suffisantes

Vers quelle régularité ?

Si a(z) = U127 b(z) et si S, est convergent
alors S, converge vers une fonction C™.

4-point scheme : C'
B-spline de degré d :
(1 +Z)d+1 (1 —I—Z)d_1 (1 Jr2)2

AZ)="%q = a1 2
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Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques

B-splines
Généralisation | : autre masque
Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

Etude de convergence : conditions suffisantes

Vers quelle régularité ?

Si a(z) = U127 b(z) et si S, est convergent
alors S; converge vers une fonction C™.

4-point scheme : C'
B-spline de degré d :
(1 +Z)d+1 (1 —I—Z)d_1 (1 Jr2)2

AZ)="%q = a1 2

2
b(z) = (”22) —(1+ z)(% + %z)
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Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques

B-splines
Généralisation | : autre masque
Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

Etude de convergence : conditions suffisantes

Vers quelle régularité ?

Si a(z) = U127 b(z) et si S, est convergent
alors S; converge vers une fonction C™.

4-point scheme : C'
B-spline de degré d :
(1 +Z)d+1 (1 —I—Z)d_1 (1 Jr2)2

AZ)="%q = a1 2

2
b(z) = (”22) —(1+ z)(% + %z)
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Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques

B-splines
Généralisation | : autre masque
Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

Etude de convergence : conditions suffisantes

Vers quelle régularité ?

Si a(z) = U127 b(z) et si S, est convergent
alors S; converge vers une fonction C™.

4-point scheme : C'
B-spline de degré d :

(1 +Z)d+1 (1 —I—Z)d_1 (1 Jr2)2

AZ)="%q = a1 2
b(z) = a+22 142+ 1y
=T = 275
1
[Sqll = 3 <1
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Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques

B-splines
Généralisation | : autre masque
Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

Etude de convergence : conditions suffisantes

Vers quelle régularité ?

Si a(z) = U127 b(z) et si S, est convergent
alors S, converge vers une fonction C™.

4-point scheme : C'
B-spline de degré d : C4-1

(1+2)94"  (1+2)9"(1+2)?

a(z) = 2d ~ 7 od-1 >
o) - 2 112+ 1
[Sqllo = 3 <1
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Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque

Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

@ Un lien algorithmique entre discret et continu

@ Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme
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Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque
Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

Schémas non-uniformes

au sein d’'une méme étape de subdivision
les regles different entre les sommets
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Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque
Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

Schémas non-uniformes

au sein d’'une méme étape de subdivision
les regles different entre les sommets

@ exemple : partir d’'une B-spline non-uniforme et insérer un
nceud au milieu de chaque intervalle.
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Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque
Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

Schémas non-uniformes

au sein d’'une méme étape de subdivision
les regles different entre les sommets

@ exemple : partir d’'une B-spline non-uniforme et insérer un
nceud au milieu de chaque intervalle.

@ permet de modéliser NURBS (CAGD)
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Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque
Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

Schémas non-uniformes

au sein d’'une méme étape de subdivision
les regles different entre les sommets

@ exemple : partir d’'une B-spline non-uniforme et insérer un
nceud au milieu de chaque intervalle.

@ permet de modéliser NURBS (CAGD)

@ 1980 - Algorithmes de Boehm ou d’Oslo : pour insérer un
seul nceud dans une B-spline non-uniforme
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Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque
Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

Schémas non-uniformes

au sein d’'une méme étape de subdivision
les regles different entre les sommets

@ exemple : partir d’'une B-spline non-uniforme et insérer un
nceud au milieu de chaque intervalle.

@ permet de modéliser NURBS (CAGD)

@ 1980 - Algorithmes de Boehm ou d’Oslo : pour insérer un
seul nceud dans une B-spline non-uniforme

@ 2009 - [Schaefer et Goldman, 2009] et
[Cashman et al., 2009] algorithmes en refine-and-smooth :
pour insérer au plus un nceud dans tous les intervalles.
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Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque

Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

Implantation en refine-and-smooth

Cas uniforme : algorithme de Lane-Riesenfeld (1980)
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Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque

Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

Implantation en refine-and-smooth

Cas uniforme : algorithme de Lane-Riesenfeld (1980)

refine
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Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque

Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

Implantation en refine-and-smooth

Cas uniforme : algorithme de Lane-Riesenfeld (1980)

refine

smooth

—

primal

& = 3(ci+ Cit1)
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Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque

Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

Implantation en refine-and-smooth

Cas uniforme : algorithme de Lane-Riesenfeld (1980)

refine
smooth smooth
primal dual
= 3(ci+cit1) ¢ = (& + 1)
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Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque

Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

Implantation en refine-and-smooth

Cas uniforme : algorithme de Lane-Riesenfeld (1980)

Chaikin'!
refine
smooth smooth
primal dual
= 3(Ci+ Cis1) G = 5(&+ Cip1)
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Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque

Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

Implantation en refine-and-smooth

Cas uniforme : algorithme de Lane-Riesenfeld (1980)

Chaikin!
refine
smooth smooth
primal dual
= 1(ci + cis1) G = 3(&+ Cit1)
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Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque

Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

Schémas non-stationnaires

le masque a dépend du pas de subdivision

Ecole Jeunes Chercheurs en Informatique Mathématique Schémas de Subdivision



Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque

Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

Schémas non-stationnaires

le masque a dépend du pas de subdivision

@ pour modéliser des fonctions exponentielles (cercles)
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Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque

Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

Schémas non-stationnaires

le masque a dépend du pas de subdivision

@ pour modéliser des fonctions exponentielles (cercles)

@ etude de convergence peut se faire par proximité
(asymptotique) avec un schéma stationnaire
[Dyn et Levin, 1995].
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Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque

Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme
Schémas ni stationnaire, ni uniformes

Cutting corners de de Rham :

Cutting corners always works [de Boor, 1987]
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Un lien algorithmique entre discret et continu Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque

Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme
Schémas ni stationnaire, ni uniformes

Cutting corners de de Rham :

Cutting corners always works [de Boor, 1987]

Schémas non-linéaires :

@ choisir, pour chaque nouveau sommet, une regle parmi un
ensemble pré-défini
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Un lien algorithmique entre discret et continu

Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque

Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

Schémas ni stationnaire, ni uniformes

Cutting corners de de Rham :

Cutting corners always works [de Boor, 1987]

Schémas non-linéaires :

@ choisir, pour chaque nouveau sommet, une regle parmi un

ensemble pré-défini

Essentially Non-Oscillatory interpolation [Harten et al., 1987]
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Un lien algorithmique entre discret et continu

Exemples historiques
B-splines
Généralisation | : autre masque

Généralisation Il : non-stationnaire, non-uniforme

Schémas ni stationnaire, ni uniformes

Cutting corners de de Rham :

Cutting corners always works [de Boor, 1987]

Schémas non-linéaires :

@ choisir, pour chaque nouveau sommet, une regle parmi un

ensemble pré-défini

@ étude de convergence : montrer que, quels que soient les
choix successifs adoptés, le schéma aux différences est

contractant [Cohen et al., 20

03]

Essentially Non-Oscillatory interpolation [Harten et al., 1987]
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Box-splines surfaciques

Généraliser les Box-splines aux polyedres de contrdle quelconque:  Etude au voisinage d'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning
Généralisations

Plan

e Un outil pour généraliser les Box-splines aux polyedres de
contréle quelconque
@ Box-splines surfaciques
@ Etude au voisinage d’'un sommet extraordinaire
@ Exemples de tuning
@ Geénéralisations
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Box-splines surfaciques

Généraliser les Box-splines aux polyedres de contrdle quelconque:  Etude au voisinage d'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning
Généralisations

Plan

e Un outil pour généraliser les Box-splines aux polyedres de
contréle quelconque
@ Box-splines surfaciques
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Box-splines surfaciques
Généraliser les Box-splines aux polyedres de contrdle quelconque:  Etude au voisinage d'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning

Généralisations

Box-splines surfaciques pour la subdivision

Si espace des parameétres de dimension 2,
une Box-spline B(t|vy ... vk) est définie
@ de R? dans R

@ par k > 2 directions v; € R? tels que (v4, v») en est une
base
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Box-splines surfaciques
Généraliser les Box-splines aux polyedres de contrdle quelconque:  Etude au voisinage d'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning

Généralisations

Box-splines surfaciques pour la subdivision

Si espace des parameétres de dimension 2,
une Box-spline B(t|vy ... vk) est définie
@ de R? dans R
@ par k > 2 directions v; € R? tels que v4 = ey, Vo = &, et
Vi € Z?
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Box-splines surfaciques
Généraliser les Box-splines aux polyedres de contrdle quelconque:  Etude au voisinage d'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning

Généralisations

Box-splines surfaciques pour la subdivision

Si espace des parameétres de dimension 2,
une Box-spline B(t|vy ... vk) est définie
@ de R? dans R
@ par k > 2 directions v; € R? tels que v4 = ey, Vo = &, et
Vi € Z?
B(tlvivo) = { (1) z:ntoi [v1, vel[0, 1]
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Box-splines surfaciques

Etude au voisinage d'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning

Généralisations

Box-splines surfaciques pour la subdivision

Généraliser les Box-splines aux polyedres de contrdle quelconque:

Si espace des parameétres de dimension 2,
une Box-spline B(t|vy ... vk) est définie
@ de R? dans R
@ par k > 2 directions v; € R? tels que v4 = ey, Vo = &, et
Vi € 72
B(t|vyv2)

1 site[v,v][0,1]
0 sinon

|
B(tiviva...vg) = /B(t—rvk|v1...vk1)d7
0

B(x|vy ---vk) est de continuité C" si tout sous-ensemble de
{v1,..., vk} obtenu en enlevant r + 1 directions est une base

de R2.
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Box-splines surfaciques
Généraliser les Box-splines aux polyedres de contrdle quelconque:  Etude au voisinage d'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning

Généralisations

Box-splines surfaciques pour la subdivision

B-splines uniformes : v; € {eq, &2}
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Box-splines surfaciques

Etude au voisinage d'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning

Généralisations

Box-splines surfaciques pour la subdivision

Généraliser les Box-splines aux polyedres de contrdle quelconque:

B-splines uniformes : v; € {eq, &2}
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Box-splines surfaciques
Généraliser les Box-splines aux polyedres de contrdle quelconque:  Etude au voisinage d'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning

Généralisations

Box-splines surfaciques pour la subdivision

B-splines uniformes : v; € {eq, &2}

|
L

A=
—_ N —
NN~
- N —
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Box-splines surfaciques

Etude au voisinage d'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning

Généralisations

Box-splines surfaciques pour la subdivision

Généraliser les Box-splines aux polyedres de contrdle quelconque:

B-splines uniformes : v; € {eq, &2}

|
L

Maillage de contréle triangulaire : v; € {e1, €2, €1 + €2}

. »

A=
—_ N —
NN~
- N —

o

V-
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Box-splines surfaciques
Généraliser les Box-splines aux polyedres de contrdle quelconque:  Etude au voisinage d'un sommet extraordinaire
Exe > tuning

Généralisations

Box-splines surfaciques pour la subdivision

B-splines uniformes : v; € {eq, &2}

|
L

Maillage de contréle triangulaire : v; € {e1, €2, €1 + €2}

=
—_ N —
NN~
- N —

Ecole Jeunes Chercheurs en Informatique Mathématique Schémas de Sub



Box-splines surfaciques
Généraliser les Box-splines aux polyedres de contrdle quelconque:  Etude au voisinage d'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning

Généralisations

Box-splines surfaciques pour la subdivision

B-splines uniformes : v; € {eq, &2}

|

] 12 1
2 2 4 2
12 1
V3
Maillage de contréle triangulaire : v; € {e1, €2, €1 + €2}
T 1 2 1
2 6 6 2
Schéma de Loop / . 16106 1
2
C / 6 2662
12 1
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Box-splines surfaciques
Généraliser les Box-splines aux polyedres de contrdle quelconque:  Etude au voisinage d'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning

Généralisations

Box-splines surfaciques pour la subdivision

B-splines uniformes : v; € {eq, &2}

|

] 21
. 7 242
21
V3
Maillage de contréle triangulaire : v; € {e1, €2, €1 + €2}
T 21
26 6 2
Schéma de Loop / . 16106 f
2
C / 6 2662
21
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Box-splines surfaciques

Généraliser les Box-splines aux polyedres de contrdle quelconque:  Etude au voisinage d'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning
Généralisations

Maillage non régulier

sommet de
valence 5
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Box-splines surfaciques

Généraliser les Box-splines aux polyedres de contrdle quelconque:  Etude au voisinage d'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning
Généralisations

Maillage non régulier

@ Subdivision topologique : possible

primal

sommet de

valence 5
dual
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Box-splines surfaciques

Généraliser les Box-splines aux polyedres de contrdle quelconque:  Etude au voisinage d'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning
Généralisations

Maillage non régulier

@ Subdivision topologique : possible

@ Subdivision géomeétrique : comment appliquer les
masques ?

primal

sommet de

valence 5
dual
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Box-splines surfaciques

Généraliser les Box-splines aux polyedres de controle quelconque:  Etude au voisinage d’'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning
Généralisations

Plan

e Un outil pour généraliser les Box-splines aux polyedres de
contréle quelconque

@ Etude au voisinage d’'un sommet extraordinaire
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Box-splines surfaciques

Généraliser les Box-splines aux polyedres de controle quelconque:  Etude au voisinage d’'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning
Généralisations

Historique

@ [Catmull et Clark, 1978] régles extraordinaires pour
B-spline bicubique (4e1,4e»), et B-spline biquadratique
(3e1,3e2)

@ [Doo et Sabin, 1978] étude du comportement autour du
SE des schémas précédents = meilleures regles pour le
bi-quadratique : 1er tuning
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Box-splines surfaciques

Généraliser les Box-splines aux polyedres de controle quelconque:  Etude au voisinage d’'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning
Généralisations

Historique

@ [Catmull et Clark, 1978] régles extraordinaires pour
B-spline bicubique (4e1,4e»), et B-spline biquadratique
(3e1,3e2)

@ [Doo et Sabin, 1978] étude du comportement autour du
SE des schémas précédents = meilleures regles pour le
bi-quadratique : 1er tuning

@ [Ball et Storry, 1988] conditions nécessaires pour
convergence des normales : pas tout & fait C! encore !

@ [Reif, 1995] le bon formalisme fondé sur la géométrie
différentielle : CNS pour convergence vers C'
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Box-splines surfaciques

Généraliser les Box-splines aux polyedres de controle quelconque:  Etude au voisinage d’'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning
Généralisations

Historique

@ [Catmull et Clark, 1978] régles extraordinaires pour
B-spline bicubique (4e1,4e»), et B-spline biquadratique
(3e1,3e2)

@ [Doo et Sabin, 1978] étude du comportement autour du
SE des schémas précédents = meilleures regles pour le
bi-quadratique : 1er tuning

@ [Ball et Storry, 1988] conditions nécessaires pour
convergence des normales : pas tout a fait C' encore !

@ [Reif, 1995] le bon formalisme fondé sur la géométrie
différentielle : CNS pour convergence vers C'

@ [Prautzsch, 1998] et [Zorin, 2000] indépendamment CNS
pour convergence vers CK
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Box-splines surfaciques

Généraliser les Box-splines aux polyedres de controle quelconque:  Etude au voisinage d’'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning
Généralisations

Convergence C* : idée générale

k.
@

@ des anneaux réguliers imbriqués réduisant a chaque
itération la zone irréguliere
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Box-splines surfaciques

Généraliser les Box-splines aux polyedres de controle quelconque:  Etude au voisinage d’'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning
Généralisations

Convergence C* : idée générale

@ des anneaux réguliers imbriqués réduisant a chaque
itération la zone irréguliere
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Box-splines surfaciques

Généraliser les Box-splines aux polyedres de controle quelconque:  Etude au voisinage d’'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning
Généralisations

Convergence C* : idée générale

@ des anneaux réguliers imbriqués réduisant a chaque
itération la zone irréguliere
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Box-splines surfaciques

Généraliser les Box-splines aux polyedres de controle quelconque:  Etude au voisinage d’'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning
Généralisations

Convergence C* : idée générale

@ des anneaux réguliers imbriqués réduisant a chaque
itération la zone irréguliere
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Box-splines surfaciques

Généraliser les Box-splines aux polyedres de controle quelconque:  Etude au voisinage d’'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning
Généralisations

Convergence C* : idée générale

@ des anneaux réguliers imbriqués réduisant a chaque
itération la zone irréguliere

Ecole Jeunes Chercheurs en Informatique Mathématique Schémas de Sub



Box-splines surfaciques
Généraliser les Box-splines aux polyedres de controle quelconque:  Etude au voisinage d’'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning

Généralisations

Convergence C* : idée générale

SN
v, ...

A4

@ des anneaux réguliers imbriqués réduisant a chaque
itération la zone irréguliere

@ développement de Taylor a I'ordre k + 1 d’'une
paramétrisation de la surface limite au voisinage du SE
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Box-spline aciques
Généraliser les Box-splines aux polyedres de controle quelconque:  Etude au voisinage d’'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning

Généralisations

Convergence C* : CNS théorique

@ R espace linéaire de fonctions
réelles CK-continues définies sur
Q=38nx[0,1? =R
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Box-splines surfaciques
Généraliser les Box-splines aux polyedres de controle quelconque:  Etude au voisinage d’'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning

Généralisations

Convergence C* : CNS théorique

@ R espace linéaire de fonctions
réelles CX-continues définies sur
Q=38nx[0,1? =R

@ ¢ application linéaire sur R telle que
tout r € R2 et ¢(r) se joignent
continiment
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Box-splines surfaciques
Généraliser les Box-splines aux polyedres de controle quelconque:  Etude au voisinage d’'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning

Généralisations

Convergence C* : CNS théorique

Valeurs propres de ¢ : A\g, A, Ao ...
Fonctions propres de ¢ : ¢f; = A\fj
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Box-splines surfaciques
Généraliser les Box-splines aux polyedres de controle quelconque:  Etude au voisinage d’'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning

Généralisations

Convergence C* : CNS théorique

Valeurs propres de ¢ : A\g, A, Ao ...
Fonctions propres de ¢ : ¢f; = A\fj

C? : les anneaux convergent vers une constante
Ao =1> X\ et ¢9(r) — fop(r)
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Box-splines surfaciques
Généraliser les Box-splines aux polyedres de controle quelconque:  Etude au voisinage d’'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning

Généralisations

Convergence C* : CNS théorique

Valeurs propres de ¢ : A\g, A, Ao ...
Fonctions propres de ¢ : ¢f; = A\fj

C? : les anneaux convergent vers une constante
Ao =1> X\ et ¢9(r) — fop(r)

C' : (carte caractéristique)
A > A2 > Az et x = (fq, f2) réguliére et injective
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Box-splines surfaciques
Généraliser les Box-splines aux polyedres de controle quelconque:  Etude au voisinage d’'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning

Généralisations

Convergence C* : CNS théorique

Valeurs propres de ¢ : A\g, A, Ao ...
Fonctions propres de ¢ : ¢f; = A\fj

C? : les anneaux convergent vers une constante
Ao =1> X\ et ¢9(r) — fop(r)

C' : (carte caractéristique)
A > A2 > Az et x = (fq, f2) réguliére et injective

C* : développement de Taylor & I'ordre k + 1 d’'une
paramétrisation sur x
e soit \j < MK
e soit \; a mémes multiplicités algébriques et géométriques,
et f; € span {fﬂfgﬂ\)\;’)\ﬂ = A, (o, B) € N‘?}
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Box-splines surfaciques

Généraliser les Box-splines aux polyedres de controle quelconque:  Etude au voisinage d’'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning
Généralisations

Convergence C* : en pratique, condition nécessaire
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Box-splines surfaciques

Généraliser les Box-splines aux polyedres de controle quelconque:  Etude au voisinage d’'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning
Généralisations

Convergence C* : en pratique, condition nécessaire
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Box-splines surfaciques
Généraliser les Box-splines aux polyedres de controle quelconque:  Etude au voisinage d’'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning

Généralisations

Convergence C* : en pratique, condition nécessaire
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Box-splines surfaciques

Généraliser les Box-splines aux polyedres de controle quelconque:  Etude au voisinage d’'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning
Généralisations

Convergence C* : en pratique, condition nécessaire
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Box-splines surfaciques
Généraliser les Box-splines aux polyedres de controle quelconque:  Etude au voisinage d’'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning

Généralisations

Convergence C* : en pratique, condition nécessaire

B\ Matrice de
subdivision

P(@ — mp(a-1)
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Box-splines surfaciques
Généraliser les Box-splines aux polyedres de controle quelconque:  Etude au voisinage d’'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning

Généralisations

Convergence C* : en pratique, condition nécessaire

Matrice de
subdivision

P(@ — mp(a-1)

@ valeur propre

de M = DY

@ V, vecteur
propre de M
= SOOV, = fi
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Box-splines surfaciques
Généraliser les Box-splines aux polyedres de controle quelconque:  Etude au voisinage d’'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning

Généralisations

Convergence C* : en pratique, condition nécessaire

Décomposition en éléments propres

M = VAV
M? — VAV
P(q) = Z)\,qW,Vl
i

Discrétisation du développement de Taylor
@ V) : position
e V4, V, :plan tangent
@ V3, V4, V5 : quadratique au-dessus du plan tangent

Ecole Jeunes Chercheurs en Informatique Mathématique Schémas de Subdivision



Box-splines surfaciques
Généraliser les Box-splines aux polyedres de controle quelconque:  Etude au voisinage d’'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning

Généralisations

Convergence C* : en pratique, condition nécessaire

Symeétries des regles de subdivision

r 16W 16 16 q
W+n W+n W+n 0 0 0 0
6 6 2 0 0 2 0 0 0 0
6 2 6 2 0 0 0 0 0
6 2 0 .- 0 2 6 0 o 0 0 0
2 6 6 0 ... 0o 2 0 .. 0 0 0
1] o2 0O 6 6 0 0o 0 2 0 0 0 0
16
2 6 0 0 6 0 0 2 0 0
1 0 1 o0 0 1 1 o0 o 1 1 o0 0
1 110 1 0 - 0 1 1 0 -~ 0 0 1 0 0
L 4 1 0 o 1 10 0 o 1 1 0 o 1]
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Box-splines surfaciques
Généraliser les Box-splines aux polyedres de controle quelconque:  Etude au voisinage d’'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning

Généralisations

nce C* : en pratique, condition nécessaire

Symétries des regles de subdivision

- 16w 16 16
W+n W+n +n 0 0 0 0
6 6 2 0 0 2 0 0|0 0
6 6 2 0 0 0|0 0
6 2 0 0 2 6 0 0]0 0
2 6 6 0 0 2 0 00 0
v 2 0 6 6 0 0 0 2 0 0|0 0
16
2 6 0 0 6 0 0 210 0
1 10 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0
1 10 1 0 0 1 1 0 o|0 1 0 0
L 1 1 0 0 1 10 0 0 1 110 0 1
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Box-splines surfaciques
Généraliser les Box-splines aux polyedres de controle quelconque:  Etude au voisinage d’'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning

Généralisations

Convergence C* : en pratique, condition nécessaire

@ )\; valeur propre de
AN/Iw
@ intérét numérique

@ chaque cercle {5},
{Ci}, ...interprété

0 i comme un signal

k2 discret périodique
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Box-splines surfaciques

Etude au voisinage d’'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning

Généralisations

Convergence C* : en pratique, condition nécessaire

Généraliser les Box-splines aux polyedres de contrdle quelconque:

Discrétisation du développement de Taylor
P(Q) = Z )\?W/Vi
i

V) : position
Vi, Vo iplan
tangent

V35 V4! V5 :

quadratique @ &
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Box-splines surfaciques

Etude au voisinage d’'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning

Généralisations

Convergence C* : en pratique, condition nécessaire

Généraliser les Box-splines aux polyedres de contrdle quelconque:

Discrétisation du développement de Taylor

P(Q) = Z )\?W/Vi
i

Vy : position lﬁ
=

Vi, Vo iplan

tangent

V3, V4, V5 .

quadratique @ &
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Box-splines surfaciques

Etude au voisinage d’'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning

Généralisations

Convergence C* : en pratique, condition nécessaire

Généraliser les Box-splines aux polyedres de contrdle quelconque:

Discrétisation du développement de Taylor

P(Q) = Z )\?W/Vi
i

Vy : position lﬁ
1. MO
=
Vi, Vo iplan
tangent
V3, V4, V5 .

quadratique @ &
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Box-splines surfaciques

Etude au voisinage d’'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning

Généralisations

Convergence C* : en pratique, condition nécessaire

Généraliser les Box-splines aux polyedres de contrdle quelconque:

Discrétisation du développement de Taylor

P(Q) = Z )\?W/Vi
i

Vy : position lﬁ
1. MO
=
Vi, Vo iplan
tangent
V3, V4, V5 .

quadratique @ &
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Box-splines surfaciques

Etude au voisinage d’'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning

Généralisations

Convergence C* : en pratique, condition nécessaire

Généraliser les Box-splines aux polyedres de contrdle quelconque:

Discrétisation du développement de Taylor

P(Q) = Z )\?W/Vi
i

V) : position -

] i
I 1
Vi, Vo iplan

tangent /\ N
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Box-splines surfaciques
Généraliser les Box-splines aux polyedres de controle quelconque:  Etude au voisinage d’'un sommet extraordinaire

Exemples de tuning
Généralisations

Convergence C* : en pratique, condition nécessaire

Discrétisation du développement de Taylor

P(Q) = Z )\?W/Vi
i

V) : position

.
:

Vi, Vo iplan

tangent /\ N

V35 V4! V5 :

quadratiqué \ /\ / Ko %Z fyn—2
A\ \N4 M2 - )
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Box-splines surfaciques
Généraliser les Box-splines aux polyedres de controle quelconque:  Etude au voisinage d’'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning

Généralisations

Convergence C* : en pratique, condition nécessaire

1,U/o

A
0 Conditions nécessaires
f2 pour C?
.0. 1>\
M~ -
M ® 1o = pip = N2
0 ‘e @ o >p

M2
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Box-splines surfaciques

Généraliser les Box-splines aux polyedres de contrdle quelconque:  Etude au voisinage d'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning
Généralisations

Plan

e Un outil pour généraliser les Box-splines aux polyedres de
contréle quelconque

@ Exemples de tuning
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Box-splines surfaciques

Généraliser les Box-splines aux polyedres de contrdle quelconque:  Etude au voisinage d'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning
Généralisations

Rétro-conception

construire M = VAV~ & partir de V et A ad hoc

[Prautzsch, 1998]

@ stencil du SE uniquement

® g = p2 < N
@ artefact : plat

[G. etal, 2010]

@ plus de stencils
@ 119 = 2 = A2 (ronds dans I'eau)
@ 1o # pg = \° (par mélange de régles)
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Box-splines surfaciques
Généraliser les Box-splines aux polyedres de contrdle quelconque:  Etude au voisinage d'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning

Généralisations

Rétro-conception [G. et al, 2010]

Maillage original Surface subdivisée
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Généraliser les Box-splines aux polyedres de contrdle quelconque:
Exemples de tuning

Rétro-conception [G. et al, 2010]

Surfaces limites

Schéma de Loop Rétro-conception
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Généraliser les Box-splines aux polyedres de contrdle quelconque:
Exemples de tuning

Rétro-conception [G. et al, 2010]

Surfaces limites

Schéma de Loop Rétro-conception + mélange
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Box-splines surfaciques

Généraliser les Box-splines aux polyedres de controle quelconque:  Etude au voisinage d'un sommet exiraordinaire
Exemples de tuning
Généralisations

Rétro-conception [G. et al, 2010]

Courbure gaussienne (positive, négative)

Schéma de Loop Rétro-conception
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Box-splines surfaciques

Généraliser les Box-splines aux polyedres de controle quelconque:  Etude au voisinage d'un sommet exiraordinaire
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Rétro-conception [G. et al, 2010]

Courbure gaussienne (positive, négative)

Schéma de Loop Rétro-conception + mélange
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Box-splines surfaciques
Généraliser les Box-splines aux polyedres de contrdle quelconque:  Etude au voisinage d'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning

Généralisations

Rétro-conception [G. et al, 2010]

¢
\ Bl
% de Loop Rétro-conception
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Box-splines surfaciques
Généraliser les Box-splines aux polyedres de contrdle quelconque:  Etude au voisinage d'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning

Généralisations

Rétro-conception [G. et al, 2010]

Isophotes
Schéma de Loop Rétro-conception + mélange
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Box-splines surfaciques

Généraliser les Box-splines aux polyedres de contrdle quelconque:  Etude au voisinage d'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning
Généralisations

Optimisation

@ exprimer valeurs et vecteurs propres comme fonctions des
entrées des stencils/masque

@ minimiser une énergie dépendant de ces valeurs

[Barthe et Kobbelt, 2004]
objectif : se rapprocher des conditions nécessaires

[Augsdorfer et al., 2006]
objectif : minimiser des variations de courbure
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Box-splines surfaciques
Généraliser les Box-splines aux polyedres de contrdle quelconque:  Etude au voisinage d'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning

Généralisations

Généraliser le refine-and-smooth de Riesenfeld

refine smooth
- . D
dual

[Zorin et Schrdder, 2001]

@ étape smooth : calcul de barycentre
@ C' aux sommets extraordinaires
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Box-splines surfaciques

Généraliser les Box-splines aux polyedres de contrdle quelconque:  Etude au voisinage d'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning
Généralisations

S’éloigner du cadre

non-stationnaire [Ginkel et Umlauf, 2006]

modifier régulierement le polyedre de contrdle au fil des
itérations afin d’éviter des voisinages hybrides

Guider la position des nouv. sommets avec une autre surface

[Levin, 2006] par un mélange
[Karciauskas et Peters, 2007] en échantillonnant la surface
guide

Changer la connectivité [Myles et Peters, 2009]

- . C? aux sommets
extraordinaires

polar surface
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Box-splines surfaciques

Généraliser les Box-splines aux polyedres de contrdle quelconque:  Etude au voisinage d'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning
Généralisations

Plan

e Un outil pour généraliser les Box-splines aux polyedres de
contréle quelconque

@ Généralisations
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Box-splines surfaciques

Généraliser les Box-splines aux polyedres de contrdle quelconque:  Etude au voisinage d'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning
Généralisations

Autre subdivision topologique

4-8 scheme [Velho et Zorin, 2001]

@ C*, C' aux sommets extraordinaires

@ 2 étapes < B(x|eq, e1,€2,62,€1 + €2,€1 +
€,6 —e1,6 — el)

v/3 scheme [Kobbelt, 2000]
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Box-splines surfaciques
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Autre subdivision topologique

4-8 scheme [Velho et Zorin, 2001]

@ C*, C' aux sommets extraordinaires

@ 2 étapes < B(x|eq, e1,€2,62,€1 + €2,€1 +
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v/3 scheme [Kobbelt, 2000]
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Box-splines surfaciques

Généraliser les Box-splines aux polyedres de contrdle quelconque:  Etude au voisinage d'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning
Généralisations

Autre subdivision topologique

4-8 scheme [Velho et Zorin, 2001]

@ C*, C' aux sommets extraordinaires

@ 2 étapes < B(x|eq, e1,€2,62,€1 + €2,€1 +
€,6 —e1,6 — el)

v/3 scheme [Kobbelt, 2000]
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Box-splines surfaciques

Généraliser les Box-splines aux polyedres de contrdle quelconque:  Etude au voisinage d'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning
Généralisations

Autre subdivision topologique

4-8 scheme [Velho et Zorin, 2001]

@ C*, C' aux sommets extraordinaires

@ 2 étapes < B(x|eq, e1,€2,62,€1 + €2,€1 +
€,6 —e1,6 — el)

v/3 scheme [Kobbelt, 2000]

@ C2?, C' aux sommets extraordinaires
@ 2 étapes < subdivsion ternaire
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Box-splines surfaciques
Généraliser les Box-splines aux polyedres de contrdle quelconque:  Etude au voisinage d'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning

Généralisations

Autre subdivision topologique

4-8 scheme [Velho et Zorin, 2001]

@ C*, C' aux sommets extraordinaires

@ 2 étapes < B(x|eq, e1,€2,62,€1 + €2,€1 +
€,6 —e1,6 — el)

v/3 scheme [Kobbelt, 2000]

@ C2?, C' aux sommets extraordinaires
@ 2 étapes < subdivsion ternaire
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Box-splines surfaciques
Généraliser les Box-splines aux polyedres de contrdle quelconque:  Etude au voisinage d'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning

Généralisations

Autre subdivision topologique

4-8 scheme [Velho et Zorin, 2001]

@ C*, C' aux sommets extraordinaires

@ 2 étapes < B(x|eq, e1,€2,62,€1 + €2,€1 +
€,6 —e1,6 — el)

v/3 scheme [Kobbelt, 2000]

@ C2?, C' aux sommets extraordinaires
@ 2 étapes < subdivsion ternaire
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Box-splines surfaciques

Généraliser les Box-splines aux polyedres de contrdle quelconque:  Etude au voisinage d'un sommet extraordinaire
Exemples de tuning
Généralisations

Subdivision interpolante

Butterfly scheme [Dyn et al., 1990]

stencil des
sommets d’arétes
—1 2 —1 .
@ pas de probléme pour les
sommets extraordinaires
1 i
16 8 8 °C
—1 2 —1
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Synthése Multirésolution sans détails
Construire de multiples résolutions Prédicteur dans un Schéma Lifting

Q Un outil pour construire de multiples résolutions
@ Synthése Multirésolution sans détails
@ Prédicteur dans un Schéma Lifting
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Synthése Multirésolution sans détails
Construire de multiples résolutions Prédicteur dans un Schéma Lifting

Q Un outil pour construire de multiples résolutions
@ Synthése Multirésolution sans détails
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Synthése Multirésolution sans détails
Construire de multiples résolutions Prédicteur dans un Schéma Lifting

Multiples résolutions de basses fréquences
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Synthése Multirésolution sans détails
Construire de multiples résolutions Prédicteur dans un Schéma Lifting

Multiples résolutions de basses fréquences
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Synthése Multirésolution sans détails
Construire de multiples résolutions Prédicteur dans un Schéma Lifting

Multiples résolutions de basses fréquences

Pour modéliser des hautes fréquences :
@ ajouter des détails
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Synthése Multirésolution sans détails
Construire de multiples résolutions Prédicteur dans un Schéma Lifting

Multiples résolutions de basses fréquences

Pour modéliser des hautes fréquences :
@ ajouter des détails
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Synthése Multirésolution sans détails
Construire de multiples résolutions Prédicteur dans un Schéma Lifting

Multiples résolutions de basses fréquences

P(0) . =) R—

Pour modéliser des hautes fréquences :
@ ajouter des détails
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Synthése Multirésolution sans détails
Construire de multiples résolutions Prédicteur dans un Schéma Lifting

Multiples résolutions de basses fréquences

Pour modéliser des hautes fréquences :
@ ajouter des détails
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Synthése Multirésolution sans détails
Construire de multiples résolutions Prédicteur dans un Schéma Lifting

Multiples résolutions de basses fréquences

po .  pO) pn)

Pour modéliser des hautes fréquences :
@ ajouter des détails
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Synthése Multirésolution sans détails
Construire de multiples résolutions Prédicteur dans un Schéma Lifting

Multiples résolutions de basses fréquences

/

41

Pour modéliser des hautes fréquences :
@ ajouter des détails
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Synthése Multirésolution sans détails
Construire de multiples résolutions Prédicteur dans un Schéma Lifting

Multiples résolutions de basses fréquences

/

41

Pour modéliser des hautes fréquences :
@ ajouter des détails
@ est-ce une synthése multirésolution ?
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Synthése Multirésolution sans détails
Construire de multiples résolutions Prédicteur dans un Schéma Lifting

Multiples résolutions de basses fréquences

oo o0 pin=1) —__ p)

/ / /

d© d(n-2) 41

Pour modéliser des hautes fréquences :
@ ajouter des détails
@ est-ce une synthése multirésolution ?
@ si'on peut construire une analyse. . .
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Synthése Multirésolution sans détails
Construire de multiples résolutions Prédicteur dans un Schéma Lifting

Q Un outil pour construire de multiples résolutions

@ Prédicteur dans un Schéma Lifting
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Synthése Multirésolution sans détails
Construire de multiples résolutions Prédicteur dans un Schéma Lifting

Schéma Lifting

[Sweldens, 1994] apres les travaux de

[Lounsbery, 1994] sur I'anal. multires. sur les maillages quelc.
[Donoho, 1992] sur les transf. en ondelettes interpolantes

Principe
modeélisation particuliere d’'une transformée en ondelettes qui :

@ construit des ondelettes de 2éme génération
(connectivité non réguliére, noeuds non uniformes .. .)

@ la construction se fait dans le domaine spatial (et non
fréquentiel)

@ calculs en place : efficace (méme pour ondelettes de
1ére génération)
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Synthése Multirésolution sans détails
Construire de multiples résolutions Prédicteur dans un Schéma Lifting

Schéma Lifting

anciens noeyds
mis a jour

®

&) nouveaux noeuds

d© On peut construire ainsi
notre propre schéma en

ajoutant des éléments a

notre guise.

anciens noeuds
mis a jour

©

N\ nouveaux noeuds

p(0)

d©
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Synthése Multirésolution sans détails
Construire de multiples résolutions Prédicteur dans un Schéma Lifting

Schéma Lifting

On peut construire ainsi
notre propre schéma en
ajoutant des éléments a
notre guise.

Exemple : mise-a-jour pour
conserver la moyenne entre
anciens et nouveaux coeff.

d©

N\ nouveaux noeuds
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Synthése Multirésolution sans détails
Construire de multiples résolutions Prédicteur dans un Schéma Lifting

Subdivision : prédicteur pour Schéma Lifting

Condition sur le stencil du sommet extraordinaire

nouveaux nceuds
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Synthése Multirésolution sans détails
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Subdivision : prédicteur pour Schéma Lifting

Condition sur le stencil du sommet extraordinaire

nouveaux nceuds
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Synthése Multirésolution sans détails
Construire de multiples résolutions Prédicteur dans un Schéma Lifting

Subdivision : prédicteur pour Schéma Lifting

Condition sur le stencil du sommet extraordinaire

nouveaux nceuds

Est-ce possible ?

@ interpolant: A=1, CL, =0

@ non-interpolant : non en toute généralite, mais les
classiques oui (Loop, Catmull-Clark .. .)
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Synthése Multirésolution sans détails
Construire de multiples résolutions Prédicteur dans un Schéma Lifting

Conclusion

Comment construire un schéma de subdivision ?
@ Recette Box-spline (formalisme fleches)

@ Conditions suffisantes pour convergence pour zones
régulieres (schéma aux différences contractant)

@ Conditions nécessaires pour voisinage d’un sommet
extraordinaire (analyse des éléments propres de la matrice
de subdivision)

@ Conditions pour l'utiliser comme prédicteur pour ondelettes
de 2éme génération
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Synthése Multirésolution sans détails
Construire de multiples résolutions Prédicteur dans un Schéma Lifting

Conclusion

Actualités de la recherche
@ tuning (encore un peu)
@ schémas NON (linéaires, stationnaires, uniformes...)

@ en particulier pour analyse en ondelettes (pour
compression d’images .. .)
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