Particulaire et communications numériques Mise en ceuvre particulaire. Le filtrage particulaire a été

.. redécouvert et/ou étudié par de nombreux auteurs depuis le début
SEE, 18 juin 2004 des années 90 [9, 5, 6]. Une présentation unifiée est faite dans [6]
J.-M. Brossier, P.-O. Amblard. en utilisant la notion d’échantillonnage d’'importance.

LIS/ENSIEG. BP 46. 38 402 Saint Martin d’Heres. Echantillonnage d’importance. Comme mentionné pré-

cédemment, une fois la densit@osteriorip(€,.;.|y;.,) calculée,

Introduction elle sert a I'évaluation d’estimateurs de la forme

Ce texte illustre I'apport potentiel des techniques particulaires au Eplf(&ox)] = /f(50;k)p(50;k|y1;k)d50;k
domaine des communications numériques al'aide d'un cas d’école : h | val intéaral ) .
une transmission monoporteuse sur un canal lentement vari&ﬂflfsproc & Monte-Carlo pour évaluer cette integrale consiste a

en présence d'un résidu de porteuse. Le premier paragraphe BHSer des realisations d’une variable aléatoire distribuée suivant

sente succinctement le fonctionnement d'un filtre particulaire dra1oi a posteriori pour calculer des moyennes empiriques. Cette
oche est intéressante des que I'on sait échantillonner selon la

mentaire, le paragraphe 2 présente le probleme de communicati v Malh ) |
lui-méme, le paragraphe 3 rappelle les solutions classiques tafii§ ﬁ(’?t@”"g,ﬁ; ha ﬁijreusemspt, ceci est rarement e‘gas?,, et
gue le paragraphe 4 aborde la résolution particulaire. Cette fechnique d’echantilionnage dimportance est un remede inte-

niére partie se concentre sur le probléme simple de restimaffgsant: Cette methode utilise une autre deatdg,[y,.,.), dite

de phase pour illustrer quelques avantages des méthodes a ba Férlféte instrumentale, dont le support contient celui(dg. . |y1...)

et suivant laquelle il est facile d’échantillonner. En utilisant :

particules.
P(&o:klY1:1)
. . . Ey[f(&on)] = /f(ﬁo:k)%ﬂfo:k|y1:k)d§o:k
1 Filtrage particulaire BSo:kY1:k
- E p(EO:k'Z/l:k)
. o o = Eylf(€or) 71—
Le filtrage non linéaire [7] consiste & estimer un processus de Mar- q(&o.11Y1.1)
kov observé a travers une équation d'observation : e _ . :
g et N réalisationse.. () ~ ¢(€o.xlY1.6),¢ = 1,..., N, I'estima-
& = fl&_1,wp) teur précédent est approché par la quantité
y = g(€p i) . 1 &
o o Bylf(6ox)] = 5 2 F(@on(i)uw’ (i)
La premiére équation, appelée équation d’état, définit un proces- =1
sus markovien tandis que Ia} sechnde, appelée éqgation d’qb}serva— e pl@or()|yyp)
tion, donne la mesure de I'état a travers une fonction non linéaire wi(i) = (@0 (Y14

g. La suite des vecteutsy, et le bruit de mesure;, sont des suites
blanches indépendantes. La théorie de I'estimation indique Queles quantitésu*(i) sont appelées poids d'importance. La loi
toute l'information pour estimeg, est contenue dans la densitdes grands nombres permet alors de montrer que cette approxima-
de probabilitéa posteriori p (€, |y..), 00y ., = {v1,...,yr}. tion converge presque strement véis f(&,.,)] quandN tend

Par exemple, le filtre optimal en moyenne quadratique n’est a@és I'infini.

que la moyenne posteriori. On montre que la densité poste- |l reste toutefois un probléme puisqu’en écrivant

riori Suit I'équation de récursion

cory — PYLkl®on(D))p(wo:k (i)
w* (i) = :
_ p(yrl€r) [ p(Exlér_1)p (5k—1|ylzk—1) d€j_q P(Ya:r)a(@o:n (1) Y1:4)
p(&rly1s) = , . \ s . . . -
p (yk|y1:k—1) on s’apercoit que I'évaluation des poids requiert le calcul de I'in-

_ _ _ (1) tégralep(y,.) = [ p(y1.kl€on)P(Eo:r)d€o.y, caleul en général
La connaissance de cette récursion est la solution du filtrage mefulisable. Mais remarquer que

linéaire optimal. Toutefois, pour obtenir des estimateurs implan-

tables, il faut aller un peu plus loin et calculer par exemple la (. ) = /p(ylrk‘EO:k)p@O:k)q(go_k|y1_k)d50'k
moyenne conditionnelle. Malheureusement, dés que I'équation d'état q(€o:xlY1:1) ' ' '
et-ou I'équation d’observation sont non linéaires, les calculs d'in- _ [p(yl;k\ﬁ&k)p(ﬁo;k)

tégrales pour I'obtention d’estimateurs sont en général impossibles q q(&oilyir)

analytiqguement. Il faut alors avoir recours soit a des approxima-

tions (par exemple le filtre de Kalman étendu (FKE) qui considdigmet de montrer que la forme

le modéle linéarisé), soit a des techniques numériques. Parmi ces P(Y1.41€0:1)P(Eo.1s)
techniques, les méthodes Monte-Carlo conduisent au filtrage par- Eqlf (€o:1.) q'(go k'|y1 %) '
iculaire. Eylf (€. R
iculaire plf (€out)] [p(y1:k|§0:k)p(£0:k)

? Q(£Ok|y1k)



est exploitable pour I'approximation. On a en effet la loi définie par les poids

: iy (o (i) w(i) B A
Ep[f(€ox)] = = ; Hy(w) = — > (i) logy wy (i)
’ ity w(i) 2
p(y”“|w0‘k(z,))p(m°‘k(l)) L'entropie est maximalel¢g, N bits) quand I'ensemble de par-
4(@o:k (DY 1:4) ticules est le plus efficace, et est minimale lorsqu’une particule
travaille seule. On décide donc de redistribuer lorsque I'entropie
Shide en dessous d'un seuil prédefini.

w(i) =

Cette approximation est toutefois biaisée pour un nonMbdrfai
de réalisations, mais converge toujours presque slrement g
N tend vers l'infini.

_ ) -2 Cas d’école en communication
Filtre particulaire. La suite du développement consiste a

rendre recursif 'algorithme d’échantillonnage d’'importance. Ungne suite{a,} de variables aléatoires i.i.d. uniformément dis-
condition suffisante pour obtenir une forme récursive est que latibuées sur une constellation de points du plan complexg (
instrumentaley(&,.,,|y,.;.) factorise en ar = +1) est émise. Aprés mise en forme par une impulgign
q(€0:k—11Y1.-1)2(Ekl€0:1—1, 1) [6]. Dans ce cas, a I'étaple et translation autour d’une porteusg le signal émis s'écrit :

de I'algorithme, on ne rééchantillonne pag (i) suivant tout le

passé, mais uniquement suivani(z) ~ q(&xl€o.x—1,Y1.1)s 1€S _
réalisations devenar.j,_1 (i), mkt((i))). La Eerr"nion]z)lolgiql)thicu- er (t) = Re (6227”'“ Z ang (t — nT)) (2)
laire vient de |a () représente une particule dont la dynamique . ] " ]
est gérée par la densig€t, €., 1, ¥1.,)- On montre alors faci- O T de5|g,ne la_durée d'un symbole. En supposant le canal li-
lement que les poids sont mis & jour récursivement selon néaire de réponse impulsionnell¢t) et le bruitv(¢) additif, blanc

et gaussien, le signal modulé recu est de la forme :

o P(yr|er (i) p(@ (1) |2k 1 (7))

W1 = Wg—-1(2
k( ) ¥ 1( ) Q(Sﬂk(i”wo:k—l(i)a yl:k) THF (t) = Re <6i2m/0t (Z anq (t —nT) +v (t)))
- . - wk(’t) n
w(i) = —x
> =1 wi(J) avecq = g x h. Lenveloppe complexe dey r (t) est :
Il est montré dans [6] que la loi instrumental@x |&y.._1, Y1.1) = r(t) = Z ang (t — nT) + v ()
p(&k|€k—1, yx) Minimise la variance des poids, conditionnellement —

a&y.._1, Y15 Cette loi est malheureusement rarement calculable, o ] . ]

et d’autres lois instrumentales doivent étre considérées. La g statistique suffisante peut étre construite en filtranf par
simple est la loia priori de I'étatp(€,|¢,_,). Le probléme de q* (—t), filtre adapté & (¢), puis en échantillonnant de maniere
cet instrument est qu’il ne dépend pas de 'observation. Toutef§ig}chrone au rythme de un point par symbole. En najantla
quelle que soit la loi choisie, le probléme le plus important est3@rtie du filtre adapté et = y(kT'), ona:
dégénérescence de I'algorithme.

En effet, il_peut étre cpnstaté (ou montré, voir par exemple [6]), Yp = {Z anp (t —nT) + n(ﬁ)}
gue les poids des particules tendent tous vers 0 gkdedd vers ”

l'infini, sauf pour une particule dont le poids tend vers 1. Cette )
dégénérescence se comprend bien lorsque la loi instrumental@&@ (1) = ¢ (1) xq" (=) etn(t) = v (¢)x¢” (~t). Le bruit com-

la l0i @ priori de Pétatp(€,|€,_,). Dans ce cas, chaque particulB!€X€{nk =7 (kT)}Qest supposé gaussien, blanc et circulaire, de
diffuse dans I'espace d'état et devient de moins en moins vigriancer; = E [ny|".

semblable, les poids représentent la vraisemblance de la partiE@@résence d’une erreur de synchronisation de phéaseil est

et tendent donc vers 0, sauf une évidemment qui correspond $Pkvent intéressant de factoriser le déphasage- 6(kT) afin
particule la plus vraisemblable. Cette dégénérescence est dondguettre en évidence, pour en tirer profit, I'existence de deux
au fait queN est fini. échelles de temps trés différentes : la vitesse de variation du canal
Pour éviter cette dégénérescence, les particules doivent inter@gfiPeut étre tres faible et celle de la phase de la porteuse généra-
entre elles d’une facon ou d’une autre. Cette interaction s'effé@nent beaucoup plus rapide :

tue en général a I'aide d’'unedistributionselon la loi discrete 0,

définie par les poids. Quand une redistribution est effectuée, les Y =¢€ Z“"p(kT —nT) +mny

particules les moins vraisemblables meurent, alors que les plus "

vraisemblables proliféerent. Le point délicat est de décider d'upa tronquant la réponse(kT)} ez, €n groupant les coefficients
redistribution. Nous adoptons un point de vue heuristique. L'efu filtre RIF dans le vecteys et les symboles associés dais
semble des particules est tres efficace si les poids sont tous églabxervation s'écrit :

al/N. Cette efficacité est alors mesurée a I'aide de I'entropie de

t=kT

yr = (&, nr) = pTEpe’ +ny,



L'état &, évolue selon un modéle du tyge = f(&,_1, ak)- Porteuse modulée. Lorsque le signal est modulé, la situa-
Sous quelles conditions cette séquence compfgx¢ peut-elle tion devient moins simple et il est nécessaire, d’'une maniére ou
étre utilisée par un détecteur au sens du MV (MLSE, Maximuttune autre, d’éliminer la modulation. En utilisant une approche
Likelihood Sequence Estimation) ? de type MV et en intégrant sur la constellation, on trouve un esti-
— Le canal de transmission doit étre estimé pour alimenter le deteur analogue a la PLL vue précédemment :
tecteur MLSE.
- |T’er,1veloppe comPIexe du:signa}I recu doit étre correctement es- Ot = o +~Im [yke—m tanh (22 Re(yke—i<ﬁk>>:|
timée; c’est le réle de laécupération de porteuse Notons o

que ce probléme est inclus dans I'estimation du canal (si I'on eI | t sianal bruit. le t L t &t
factorise pa#;) et qu'il n’a d’'intérét en lui-méme que lorsque elon le rapport signal sur brult, le termenh peut etre appro-

le canal respecte le critére de Nyquist ou que la phase est bggﬁ_lmealre_ment ou parune fonction signe. Ces_ deux approxima-
coup plus rapide que le canal tions conduisent a la boucle de Costas (RSB faible) et a la boucle
— Le pilotage de I'échantillonneur en sortie du filtre adapté dgitremodulatlon (RSB fort). 1l est toujours possible dinclure des

étre aligné sur le rythme d’émission des symboles; c’est le r fgmmssanca priori quant a Pévolution de la phase dan,s un
de lasynchronisation symbole Si I'échantillonnage respecte iitre d.e boucle puis de calculer les pas optimaux ainsi que 'EQM
le théoreme de Shannon, ce probléme est inclus dans lestiffiroCcle€: L .

tion du canal. En pratique, le calage du peigne d,échamilloq:lgrrectement optimisés, ces algorithmes offrent des performances

nage peut-étre supposé constant sur le bloc de données a t 5ﬁ§”proches de l'optimum en regime asymptotigue pour la pour-

et, contrairement au cas de la phase, il n'est pas utile de faa.&;e de non stationnarités lentes. Cependant, de part la nature

riser le parametre de synchronisation symbole méme des approximations du type FKE, la convergence initiale
' et le comportement face & des ruptures est mediocre. Cet antago-

nisme entre les régimes transitoire et asymptotique est la consé-
3 Résolution classique quence directe du caractére sous optimal de I'approche adoptée.
Le reméde classique a ce dilemme consiste a surveiller I'erreur
Résolution classique du probléme de récupération de de l'algorithme adaptatif pour déclencher une procédure de re-
porteuse Intéressons nous a un canal qui respecte le crit@g@guisition ad-hoc en cas de rupture (détection, estimation et fi-
de Nyquist associé a des filtres de mise en forme qui assur@iement compensation de la rupture avant de redonner la main a
I'absence d'interférences entre symboles (IES); I'observationl'ségorithme adaptatif).
réduit alors a L'alternative consiste a recourir & une méthode (plus) optimale.
Yp = age’’t +ny

n

Lorsque la démodulation analogique est imparfaite, il est nécBgsolution classique du probléme complet En pre-

saire de récupérer le résidu de porteuse qui subsiste en bandEaee d’IES et d’'une dérive de phase, le traitement classique consiste
base, c'est-a-dire de compenser I'erreur de phiaska phasd; a utiliser une PLL suivie d'un algorithme de détection des sym-

devra étre estimée a partir de la suftg.}. On notep; — 0y bolesa,. En pratique, la détection optimale requiére I'estimation

le déphasage estimé par le récepteur. De sorte que les symtgnc%!ecsanalrelt Ie;)isci)lugonl,dutil\r/lnv t(ijer??jnd dentcl)u-t(i latselquﬁ?ﬁri trz;ns-
peuvent étre estimés pay, = yye—i#*. se par le biais de I'estimation du canal : tout algo e de

complexité finie est alors sous optimal. L'objectif pratique est de

i , 3 construire le récepteur ayant les meilleures performances a com-
Porteuse non modulée. Pour un signal non moduléf = plexité imposée

1), il est facile d'écrire I'estimateur du maximum de vraisenp, mj les solutions classiques, citons I'algorithme PSP (Per Survi-

blance (MV) pour une phase constante. Sila phase varie, il devightprocessing) proposé par Raheli[8] qui intégre 'estimation des
plus difficile d’exploiter les solutions du MV ou du MAP (maxi-

" , ) “'parametres dans la structure de l'algorithme de Viterbi [11, 12].
mum a posteriori), une approche classique consiste alors a ap-

procher la solution optimale par un FKE. Pour estiteé I'aide

d’un FKE, il faut connaitre un modéle d’évoluti@nprioride la 4 Résolution particu]aire

phase. En pratique, il existe toujours un petit décalage fréquentiel

entre deux oscillateurs; la phase est alors bien représentée p&ésvlution particulaire du probléme de récupération

Brownien avec dérive (inconnwepriori). L'algorithme adaptatif de porteuse Le probléme de I'estimation d’'une phase variant

correspondant s'écrit en faisant apparaitrdiline de boucle: selon une dynamique, aux propriétés statistiques connues, obser-
vée au travers d’une fonction non linéaire est un probléme de fil-
Ok = Qr_1 + (71 + 721) Im [yke—isokfl] 3 trage\optlr'nal. Bien que Ia.non linéarité sur'l observation rendg ce

1-=2 probléme insoluble analytiquement, des mises en ceuvre pratiques

On I'appelle une boucle de phase (PLL) du second ordre. Les

. N . N . te a des méthodes de simulation de type monte carlo telles
optimaux se calculent & partir des paramétres du Brownien [4,

e le filtrage particulaire ou les méthodes MCMC (Méthodes de
Monte Carlo par chaines de Markov).

%(%vent étre obtenues par des linéarisations telles que le FKE ou



Pour les raisons évoquées précédemment, nous supposeron€queparaison avec une boucle a remodulation. Dans

la phase est une marche aléatoire avec dérive linéaired;, = ce paragraphe, nous illustrons a I'aide de quelques simulations les

0r—1+¢+wy, ou la dérives est constante mais inconnue, et ou lgerformances de I'estimateur particulaire de phase par rapport aux

bruit de dynamiquev;, est supposé gaussien, centré de variarReL classiques. La modulation numérique est binaire ; les para-

o2 et indépendant du bruit d’observation. Dans tout ce qui suitetres définissant I'évolution de la phase soat 0.5, 7, = 0.1.

les variances des bruits seront supposées connues. Le modéleCest conditions sont assez sévéres. On suppose ici que les va-
riances des bruits sont connues. Cette connaissance est prise en

O compte dans I'implantation particulaire a travers les jsriori

€k de I'état et la vraisemblance. Pour comparer le filtre particulaire

a une boucle a remodulation, il faut donc que la connaissance des

variances des bruits soit également prise en compte par l'algo-

Les deux paramétres a estimer constituent les deux coordonﬂ%%e adaptatif. Pour ce faire, les pas optimaux sont choisis
des particules, que I'on notera ' ’ ‘

Op—1 +€p—1 +wi
€h—1

équation d'état : {

équation d’observation : y;, = age®* + ny

10 ) a0
xi(i) = zp(@)) = O 0.12
b r2(i) = &
k k Gramér-Rao bound
Decision Feedback Loop
Costas Loop

Le filtre particulaire consiste alors en I'algorithme suivant :

0.1 DFL, experimental

Costas, experimental

1. Initialisation Vi =1,..., N
Initialiser N particulesz (i) selonp(0, ).
Initialiser leurs poids @ (i) =
2. Pourk > 1 faire
(a) Etape de prédiction :
bouger les particules selon la loi instrumentale

0.08

0.08

. . . 0.04
:I:k(Y) ~ q(ﬂk, 6k‘m0;k_1(2),y1:k),VZ =1,...,N

et posetrq. (i) = (xo:x—1(7), k(7)) 002 o
(b) Etape de correction : 7
Vi=1,..., N mise ajour des poids selon e
ol
. . . 0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 08 0.9 1
. ~ . (1 L) | Xr—1(2 a
o) iy (o) PLZE O P () :

q(k (1) o:h—1(4), Y1)

FiG. 1 — Performances asymptotiques de la boucle de Co-

W (7) ﬁ stas, de la boucle & remodulation et performances ultimes

j=1 kY (Cramér-Rao). Les courbes représentent l’erreur quadratique

(c) Etape de redistribution. moyenne des estimateurs en fonction de ’écart type du bruit

Si 'entropie H, (k) est inférieure a un seuil prédéfinid’observation, lorsque les pas 71 et 72 sont optimaux. Les

alors redistribuer suivant la loi définie par les poid@urbes sont tracées pour un écart type du bruit de dyna-
(i), et poseiy (i) = 1/N,Vi=1,...,N mique 0, = 0.1

(d) Etape d’estimation :

S wg (i)

Lafigure 1 représente la borne de Cramér-Rao séquentielle [10, 1]
en dessous de laquelle aucun algorithme ne peut descendre et les
N performances obtenues par le filtre particulaire et deux PLL clas-
J ) siques. Il apparait que le filtre particulaire et les PLLs sont des
dispositifs sensiblement équivalents du point de vue des perfor-
N o mances asymptotiques.
La supériorité du filtre particulaire ne réside donc pas dans cette
variance, mais bien plutét dans sa vitesse de convergence, bien

. . ) ] supérieure a celle d’'une boucle a remodulation. Cette caractéris-
Dans toute la suite, la densité instrumentale sera (i)|zx—1 (7)) fique est claire si 'on se référe aux histogrammes de temps de

,de sorte. que le calc'ul des poids e'st’ trés simple. Il ne fait en eﬁ@ﬁvergence de la figure 2. Cette rapidité de convergence implique
intervenir que la vraisemblance. Si I'on suppose que les symboigSiement une meilleure capacité de réaction face a des ruptures
sont binairest1 avec probabilité 1/2, celle-ci vaut : de modeéle. Le filtrage particulaire constitue une solution pratique

O = E [0 |y1.4)

€k = Elexlyr4)

exp ( |yk|2+1) de référence aussi bien pour la convergence initiale que pour la
vl 9 , :
Pk |0, k) = 7 cosh (—QRe<yke-@9k>) poursulte. o I
Tos, On Un autre avantage pratique tres important du filtre particulaire ré-



side dans sa plus grande robustesse par rapport aux glissemeris deConclusion

cycles, c'est-a-dire aux changements de détermination de la phase

estimée en cours de fonctionnement. Grace aux moyens pratiques qu’elles fournissent pour résoudre
La force principale du filtre particulaire réside dans sa capacitées problemes de filtrage non lineaire, les techniques particulaires
traiter, sans les distinguer, les phases d’acquisition et de poursGRéstituent une piste intéressante dans le domaine des communi-
Le gain est trés clair lorsque la séparation de ces deux phases €8tians numeriques dans de nombreux cas : caractere non gaussien

plus critique : la convergence initiale et les glissements de cycles symboles et éventuellement du bruit, état hybride continu-
discret, estimation conjointe aveugle du canal et des symboles,

=05 iS c stationnarités S ruptures, unifi-

rise en compte de non stationnarités lentes et de ruptures, unif
7o o ' — omm cation du régime transitoire et du régime de poursuite. La com-
622 f\ oo plexité de mise en ceuvre, quoique non négligeable, est tout a fait
500+ ". 100 particles |

wol |\ réaliste a moyen terme grace a I'association du particulaire avec
[\ | des méthodes plus classiques telles que le filtre de Kalman ou I'al-

aoal | . .
200 gorithme de Viterbi.
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