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Résumé du cours 4

Filtres d’émission et de réception
Intérêt du filtre “Racine de cosinus sur-élevé

Rappels de théorie de la décision

• Approche bayesienne dans le cas équipénalisé:
on décideHj sur le domaineDj où la proba a posteriori φj(x) =
Pj px(x|Hj) est la plus grande, parmi toutes les φℓ(x).

• Détecteur binaire: px(x|H1)
px(x|H2)

D1

> seuil

• Probabilité d’erreur binaire

Pε = Q

(

d12
2

√

2

No

)

Détection cohérente r = Ax + e, où A connue.

• Si e gaussien et x scalaire:

x
MAP

= ArgMax
u

{

2u 〈r,a〉Γb − |u|2||a||2Γb + 2 logPu

}

• Cas binaire, x(t) ∈ {s1(t), s2(t)}:

d212 = E (1− 〈s1, s2〉)

Cas particuliers {s1, s2}: antipodaux (BPSK, PAM2),
orthogonaux (BFSK), On-Off (ASK).
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Probabilité d’erreur (1/5)

Détection binaire. 2 hypothèses équiprobables

Hi : r(t) = si(t) + b(t), , i ∈ {1, 2}

On admet que: ||si(t)||2 = E, d.s.p. de b(t) = N0/2

On pose s1(t)− s2(t)
def
= d12 v(t) et 〈s1, s2〉 def

= E cos θ

La décision est basée sur:

Max
i∈{1,2}

{

2 〈r, si〉 − ||si||2
}

Donc une statistique suffisante est

z
def
= 〈r, s1 − s2〉 = 〈r, v〉

s

sd12 1

2

θ

on a d212 = 2E (1− cos θ)

Sous H1, z ∼ N (m1, No/2), avec m1 = 〈s1, v〉 = E−E cos θ
d12

= d12/2

Probabilité d’erreur Pε

Pε = Q

(

m1

√

2

No

)

= Q





√

d212
2No




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Probabilité d’erreur (2/5)

Constellations en grille (PAM, QAM, QPSK)

PAM-M
On a M zones d’erreur élémentaires: M − 2 bilatères, et 2
monolatères ⇔ 2M − 2 erreurs monolatères:

Pε = 2(M − 1)
1

M
Q(η), η =

√

2E1

No
=

√

6Es

(M 2 − 1)No

QAM-M avec M = 2K et K pair
On se ramène à un PAM-

√
M . On note Pc = probabilité de décision

correcte. Alors

P
QAM

c (M) =
(

1− P
PAM

ε (
√
M)
)2

D’où la proba d’erreur:

Pε = 1−
(

1− 2(
√
M − 1)

1√
M

Q(η)

)2

≈ 4Q(η)− 4Q(η)2

η =

√

d2

2No
=

√

3Es

(M − 1)No
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Probabilité d’erreur (3/5)

Méthodologie

On calcule la probabilité de bonne détection dans des demi-espaces
Ei délimités par des hyperplans, puis on les intersecte:

Pr(x ∈ D) = Pr(x ∈ E1 ∩ E2 ∩ . . . En)

puis on en déduit la probabilité d’erreur pour la décision D soud
l’hypothèse H:

Pr(x ∈ D̄) = 1− Pr(x ∈ D)

Ou bien on calcule la probabilité d’erreur

Pr(x ∈ D̄) = Pr(x ∈ Ē1 ∪ Ē2 ∪ . . . Ēn)

puis on applique la borne de l’union

Pε ≤
∑

i

Pr(x ∈ Ēi)

On a égalité si Ēi ∩ Ēj = ∅
Pour une borne inférieure, on peut utiliser

Max
j

Pr(x ∈ Ēj) ≤ Pr(x ∈
⋃

j

Ēj)
def
= Pr(x ∈ D̄)

La probabilité d’erreur totale est la somme des probabilités d’erreur
de chaque décision Dk, pondérée par les probabilités d’apparition
des hypothèses Hk:

Pε =
∑

k

Pr(Hk)Pr(x ∈ D̄k)
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Probabilité d’erreur (4/5)

Approximations

Bornes larges
Pour un symbole i:

Max
j

Q

(

dij
2σ

)

≤ Pε i ≤
∑

j 6=i

Q

(

dij
2σ

)

Pour la probabilité d’erreur totale si M symboles équiprobables:

L

M
Q ≤ 1

M

∑

j

Max
j

Q ≤ Pε

où L = nb de symboles ayant un voisin (au moins) à distance dmin,

Pε ≤
1

M

∑

i

∑

j 6=i

Q

(

dij
2σ

)

≤ (M − 1)Q

(

dmin

2σ

)

Ces bornes générales ne sont pas serrées, et on peut souvent faire
mieux.

Approximation:

Pε ≈
2U

M
Q(

dmin

2σ
)

où U
def
= nb de paires de symboles à distance dmin.

Autres approximations courantes:
Q2(η) ≪ Q(η)
M ≫ 1.

– P. Comon –



– 97/106 –

Probabilité d’erreur (5/5)

Exemples

Pour alléger, on note Q = Q
(

dmin
2σ

)

QAM16: M = 16, L = 16, et U = 24 ⇒

Q ≤ Pε ≈
48

16
Q = 3Q ≤ 15Q

PSK8: M = 8, L = 8, et U = 8 ⇒

Q ≤ Pε ≈ 2Q ≤ 7Q

PSK-M :
Q ≤ Pε ≈ 2Q ≤ (M − 1)Q

Plus M est grand, meilleure est l’approximation.

PSK-M par application directe de la borne de l’union:

Pε ≤ 2Q

→ bien meilleur: c’est une borne supérieure

D

D

D
2

1

En effet,

Pr(x ∈ D) = Pr(x ∈ D1 ∪ D2)

= Pr(x ∈ D1) + Pr(x ∈ D2)− Pr(x ∈ D1 ∩ D2)

≤ Pr(x ∈ D1) + Pr(x ∈ D2) = 2Q
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Détection binaire avec phase inconnue

Contexte

On émet un message x̃(t) = xc(t)+  xs(t) sur une porteuse cosωot.

Le canal introduit un retard d’arrivée τ qui est mal estimé. Si
l’erreur d’estimation est telle que ωoτ = O(1), alors la phase de la
porteuse est perdue

Par contre, il est très fréquent que g(t + τ ) ≈ g(t), car τ ≪ T .

Donc, dans un canal à bruit additif, on admet que l’enveloppe
complexe du signal reçu s’écrit:

ỹ(t) = x̃(t) eφ + b̃(t)

Dans le pire des cas, la phase φ est modélisée comme une variable
aléatoire uniforme dans [0, 2π].

Dans d’autres cas, on pourra supposer que φ ≪ 1, et faire un
développement limité...
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Détection incohérente, signaux othogonaux

On suppose que:

L’énergie E de x̃(t) est la même pour tous les symboles

Les symboles sont équiprobables

Sous l’hypothèse Hi, l’enveloppe complexe du signal transmis est
x̃(t) = s̃i(t), où les si(t) sont orthogonaux (e.g. modulation FSK)

Le bruit est additif blanc gaussien, et la phase φ uniforme

Sous ces hypothèses, la base de KL est formée des {si(t)}. On construit
donc les sorties des filtres adaptés:

y1
def
= 〈s̃1(t), ỹ(t)〉 H1= E eφ + b̃1

y2
def
= 〈s̃2(t), ỹ(t)〉 H1= b̃2

On pose ỹ1 = y1c +  y1s et ỹ2 = y2c +  y2s. Alors sous H1:

p(y1, y2 |H1, φ) =

(2πσ2)−2 · exp

[

−(y1c − E cosφ)2 + (y1s − E sinφ)2 − y22c − y22s
2 σ2

]

⇒ p(y1, y2 |H1) = C +

∫ 2π

0

dφ

2π
exp

[

−E(y1c cosφ + y1s sinφ)

2 σ2

]

Détecteur optimal:

I0

(

E
√
y1c + y1s
σ2

)

D1

> I0

(

E
√
y2c + y2s
σ2

)

⇔ |y1|2
D1

> |y2|2
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Détection incohérente, modulation On-Off

Le détecteur optimal est maintenant |y|2 D1

> α, car s0(t) = 0.
⇒ il n’y a qu’un seul filtre adapté.

Modélisation: En sortie du filtre adapté, on se ramène au problème
de détection:

H0 : y = b

H1 : y = meφ + b

avec b ∼ N c(0, σ2).

Si φ inconnue, on construit

z = |y|2

et on teste

z
D1

> α

Cette variable-test suit une loi du σ2χ′2
2(m

2/σ2).
La loi de la variable

√
z est la loi de Rice.

Si φ était connue, on construirait la statistique suffisante

z = ℜ{y e−φ}

et on testerait

z
D1

> η

Cette variable-test suit une loi gaussienne.
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Cohérent vs. incohérent (1/2)

Cohérent

P
D

= Q

(

η −m

σ

)

P
FA

= Q
(η

σ

)

m =
√
E, σ =

√

No/2
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= f
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)
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Cohérent vs. incohérent (2/2)

Incohérent si N = 2 (2 degrés de liberté: loi de Rice)

P
D

= Q1

(m

σ
,
α

σ

)

P
FA

= Q1

(

0,
α

σ

)

= 1− γ(1;
α2

2σ2
) = e−α2/2σ2

m =
√
E, σ =

√

No/2
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P
D
= f

(

P
FA

)

NB: Par exemple, applicable à la modulation On-Off
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Détection incohérente, signaux On-Off

Plus général: bruit coloré

H0 : r(t) = b(t), H1 : r(t) = s(t) eφ + b(t)

la détection incohérente est basée sur l’énergie de la sortie y(t) =
h ⋆ r(t) d’un filtre de réception h(t) (on ignore la phase):

z =

∫ T

0

|y(t)|2 dt

En utilisant une base de Karhunen-Loeve de noyau Γb, z s’écrit
z =

∑2N
i=1 |yi|2, où les yi sont gaussiens et décorrélés, de moyenne

non nulle si.

La variable z suit une loi du χ2 à 2N degrés de liberté.
2N ≈ 2B T , si 2B est la bande du filtre h

On a alors les probabilités d’erreur du détecteur z
D1

> α:

P
ND

= 1−QN

(

√

2E

No
,

√

2α

No

)

P
FA

= QN

(

0,

√

2α

No

)

que l’on peut comparer (défavorablement) à la détection cohérente.
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Détection totalement incohérente: signal
aléatoire

On fait cette hypothèse quand le signal est totalement inconnu.

Détection binaire en bruit blanc gaussien N (0, σ2):

H0 : y(t) = b(t), H1 : y(t) = s(t) + b(t)

Si s(t) est aléatoire blanc gaussien N (0, ρ σ2), ou de distribution
inconnue, le récepteur basé sur la détection de l’énergie est approprié

On construit le récepteur z = ||r||2

Si s indépendant de b, alors z suit une loi du chi-deux centrale

Détecteur optimal:

Λ
def
=

p(y|H1)

p(y|H0)
=

T
∏

t=1

σ√
1 + ρ σ

exp
(

− y(t)2

2σ2(1+ρ)

)

exp
(

−y(t)2

2σ2

)

D1

> η

⇔
T
∑

t−1

y(t)2
D1

> α

Probabilités d’erreur:

P
ND

= 1−Q
T/2

(

0 ;
α√

1 + ρ σ

)

= γ

(

T

2
;

α2

2 (1 + ρ) σ2

)

P
FA

= Q
T/2

(

0 ;
α

σ

)

= 1− γ

(

T

2
;
α2

2 σ2

)
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Canaux spéculaires

Dans le modèle spéculaire (souvent adopté), la réponse du canal est
formée d’un nombre fini de trajets:

h(t) =

p
∑

i=1

Ai δ(t− τi)

où Ai et τi sont des variables aléatoires.

Canal de Rayleigh

y(t) = As(t)
√
2 cos[ωot + φ] + b(t)

où A suit une loi de Rayleigh et φ est uniforme.

Canal de Rice

y(t) = s(t)
√
2 cos[ωot] + As(t)

√
2 cos[ωot + τ + φ] + b(t)

où τ est déterministe, A2 Rayleigh et φ uniforme..

NB: A est Rayleigh avec φ uniforme ssi ℑ et ℜ sont gaussiennes
décorrélées.
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